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Klassieke Mechanica

De gemiddelde snelheid © van een pm die eenparig rechtlijnig beweegt wordt gedefinieerd als
het quotiént van de verplaatsing Az en de daarvoor benodigde tijd At:

Az
At

v =

Voor de snelheid op een bepaald moment v(t) volgt hieruit:

Axr  dzx

o) = lim Xy = g =0

Integratie naar t geeft:

mw:xmg+/v@ﬁ

De gemiddelde versnelling a van een pm die eenparig rechtlijnig beweegt wordt gedefini-
eerd als het quotiént van de snelheidsverandering Av en de bijbehorende tijd At:

Av
At

a =

Voor de versnelling op een bepaald moment a(t) volgt hieruit:

. Av dv . RE
alt) = lim 37 = g = 20 = g =#)

Integratie naar t geeft:

t

Mﬂszﬁ+/a@ﬁ

to

dv dx dx v ¢
a(t) = — < dv =a(t)dt & dvd— = a(t)adt S o(t)dv = a(t)de — [o(t)dt = [a(t)dx —
Vo to

v%w—v%m)ZQ/@@mx

Als op t = t een pm die een kromlijnige beweging uitvoert een positievector heeft van
T = x€; + yey + 2€, en op tijd t = ¢’ van 7 = e, + y'é, + 7Z'é., dan geldt voor de

verplaatsing: A7 = (Ax)ée, + (Ay)éey, + (Az)e, —

A7 dF
e 1 = — =7
=m0 ar = =™

— 2 2 2
v =4 /vz + vy + U2

1

Voor de grootte van 0(t) geldt:




Als s de verplaatsing is gemeten langs de baan van de pm, dan geldt:
AT . A7 As . A7 . As dr ds

i(t) = lim —— = — - — = lim — lim — = —+— —
o) = Bim Ay = A S A T A AL AN A T @
ds
gt = Lap = ve
(1) = “ér = vir

Hierin is €7 de eenheidsraakvector aan de baan van de pm.

De versnelling van een pm die een kromlijninge beweging uitvoert volgt uit de limiet van het
quotiént van A7 en At:

. AT F .
= =a="W=gg ="

IS

Voor de grootte van d(t) geldt:

— /42 2 1 42
a=,/az + a; + az
t

#(t) =const. — tf d(t)dt = [F(t)]t = 7(t) — 7(to) —

a(t) =const. — tft a(t)dt = [o(t)];, = v(t) — o(to) —

¢
Hieruit volgt: [ d(t)dt = [{U(to) + d(t)t}dt —
to

De versnelling is bij een kromlijnige beweging te ontbinden in een tangentiéle- en een normale

component:
Ei(t) dv . d(ng) _ dU_, dgT

Tt a dat T ar
p = /(ér,X-as) =<

€T = € COS P + €y, sin g

EN = —€sin Y + €, cos ¢
er Lo ds0+q dp dp
— = —¢€psiny— + &, cosp— = —¢
dt e TR T N

Als ds de booglengte van de baan is doorlopen in dt en p de kromtestraal, dan geldt: ds =
do dp ds v der v

Pe = T s a T  a N
0 dv +02€
_dv 0P
dtT N




Voor de grootte van d(t) geldt dan:

Als de pm een cirkelbeweging uitvoert met straal R, dan geldt: s = R — v = Rz—f

De hoeksnelheid w(t) wordt gedefinieerd als:

de
t) = —
wit) =
Substitutie in v = R(df/dt) geeft:
v=wR

De hoeksnelheid is op te vatten als een vector die loodrecht op het vlak van de beweging
staat: o = (df/dt)é,; als 7 de positievector van de pm is, dan geldt:

|5(t) = @(t) x 7(t) |

&(t) =const. = tft G(t)dt = [0(t)]f, = 0(t) — 0(to) —

0(t) = 0(t) + @ (1)t |

De hoekversnelling d(t) wordt gedefinieerd als:

o

a(t) o

a(t) =const. = jo‘l(t)dt = [w(t)]i0 =w(t) —w(ty) —

to

¢ ¢
Hieruit volgt: [ @(t)dt = [{dD(to) + a(t)t}dt —
to to

0(t) = 0(to) + &(to)t + Sa(t)t?

0 dv +112_, Rdw* +U2_, .
alt) = —e —eény = R— —e
at t TN T e T R

a(t) = Raép + w?Rén




Overgang op poolcodrdinaten met eenheidsvectoren €, en & (met ¥ = ré,) geeft:

fir = €$fo§9 + é}),qsin@ L () = ar _ d(re,)
€p = —€,sinb + ¢, cos 6 dt dt
() dr N de
= —¢& +r—=¢
at " ar?

De 1-ste term in het rechterlid heet de radiale snelheid van de pm en geeft de verandering in
afstand tot O; de 2-de term heet de transversale snelheid en geeft de richtingsverandering
van 7 t.o0.v. O.

6(t)_d<drg +rd95>_d2r€ L O e dr &L 0. 4,30 4
“a\ae ) Tt Tt wetrwE t y a

S bStt te a; ﬂ dé;“ = @ dgr @ = dr( S 9+ Cose)de — @ ﬁ_' e
ubstitutic van - ~75 = - g = gp(Gsind + 6 at  odt ar? "
d@ deg ﬁ dey d—e dG( cosl —¢,s 9)d9 = d29 eeft:

e TR T T e Cysinf) gy = —rzér 8

0 { B () Ve s ot 90 Y
T a2 dt r at dt o ae [°?

Eerste wet van Newton: een voorwerp waarop geen krachten werken is in rust of beweegt
eenparig rechtlijnig.

Tweede wet van Newton: de kracht op een voorwerp uitgeoefend is evenredig met de
versnelling die het voorwerp daardoor krijgt.

De evenredigheidsfactor heet de trage massa m van het voorwerp:
F =mad

Derde wet van Newton: actie=-reactie, ofwel ﬁl = —ﬁ2.

Stel: 7 resp. R is de positievector in referentiestelsel I resp. II —
F=miANF=mR— R—7=0— R—7=1i— R—7ut+ 5]ii, § const.—

R=F+5+at

Hierin is § een translatie van O en wt de constante snelheid van II t.o.v. 1.

De wetten van Newton zijn dus invariant onder de transformatie van I naar II. Dit heet een
Galileitransformatie. Een referentiestelsel waarin de Wetten van Newton geldig zijn heet
een inertiaalstelsel.

De hoeveelheid arbeid dW die een kracht F verricht die een pm over een afstand di verplaatst
wordt gedefinieerd als: dW = F' - dr’
Voor de arbeid W verricht door de kracht als de pm van 7y naar 7| gaat geldt dan:

W:/ﬁ-df

70




1,2 1,72
W = §mv1 — §mv0

De kinetische energie T' wordt nu gedefinieerd als:

T = %va

In poolcodrdinaten geldt: v? = 72 4+ 1r2p? —

dr\? do\
{5 (2)
2™ { (dt) T a
De door de kracht geleverde arbeid is dus:

Een conservatieve kracht is een kracht waarbij de door de kracht verrichte arbeid onaf-
hankelijk is van de afgelegde weg.

De arbeid verricht door een conservatieve kracht als een pm van een punt 7 naar een wil-
lekeurig referentiepunt 7y gaat is dus een unieke scalaire functie van 7. Aan elk punt in de
ruimte kan zo een bepaalde waarde worden toegekend, de potentiéle energie V (7):

70
V(f):/ﬁ-df

Voor een conservatieve kracht die een pm via 2 verschillende wegen A en B van een punt 7

TO o To LA—
naar punt 7y doet bewegen geldt: [ F.-dif= [ F-dif — [ F-dfr+ [ F-df=0—
A 7B A T

70,8
fﬁ-dfzo
o, refpt _, refpt _,
deF: f F-dr— f F-dr = V(’I?())—V(’I?l)—>T1—T0:%—‘/1<2>T0—|—‘/02T1+Vv1—>
0 70 1

Bij conservatieve krachten blijft de totale energie dus behouden.

h
Voor een pm op hoogte h boven het aardoppervlak geldt: V = [ F,dh = mgh = %va —
0

v =+/2gh




Voor het potentiaalverschil dV tussen 2 naburige punten geldt: dV = V(¥ + dF) — V() —
7o o N
av = [ F- dF—fF dr = —F - dF = —(Fydx + Fydy + F.dz) —
r+di
F,=-0V/0xNF,=—-0V/oyA\F, =—-0V/0z —

F=-VV

Uit V x F = —V x VV volgt dan:

VxF=0

De impuls p van een pm wordt gedefinieerd als:

—

P = mi

De 2-de wet van Newton is nu te schrijven als:

- dp
F =
dt

o

=D

Er geldt dus: F=0= ﬁ’: 0 — p =const.

Stel pm I met 1mpuls p1 oefent een kracht F uit op pm II met impuls P> —

=FApo=—F > pi+p2=0—p1 +p=C
BlJ elke wisselwerking die voldoet aan de 3-de Wet van Newton blijft de totale impuls dus
behouden.

dp - dﬁ d dr
F="2_3FxF= —

dt dt dt(

De torsie N wordt gedefinieerd als:

7 X p), daar—xﬁ U X

7 mv = 0.

— —

N=7xF

het impulsmoment L wordt gedefinieerd als:

L=Fxp
Hieruit volgt voor de torsie:
. dL 5
— = _T
dt

Voor een pm die in het XV-vlak rondloopt geldt in poolcodrdinaten:
7 =r(cos i+ sinpg) = p'=mi = mro(—sin pi + cos ) —
i j k
L=7rxp= T COS @ rsing 0 | —
—mrpsing mregcose 0




L staat dus loodrecht op het vlak van de beweging.

Een centrale kracht is een kracht die steeds naar of van een vast punt is gericht en waarvan
de grootte alleen van de afstand tot dat punt afhangt:

F(r)=f(r)f = N=f(r)fixf=0=-L=0—L=C

Het impulsmoment van een pm o0.i.v. een centrale kracht blijft dus behouden.

d 2
Voor een 1-dimensionale beweging van een pm geldt: $m (m) +V(x)=FE —

dt
dzx

/ T
® - Li{E—V(x)}T Yot = \/%E#V(x) R

t(x) = (o) + /Im / \/Eix—V(:v)

FEen harmonische beweging ontstaat als een kracht evenredig en tegengesteld is aan de
verplaatsing. Als de beweging gebonden is, dan heeft de potentiéle energiefunctie een mini-
mum. Voor een 1-dimensionale beweging geldt: F' = —dV/dx — dV/dx = 0 = F = 0; een
punt waarvoor dit geldt heet een evenwichtspunt. Als dit punt in O gelegen is, dan geldt:
av d*v

V(z)=V(0 — 12| —
(x) ()—&-x[dx]xzo—i—?m [de

Wet van Hooke:

+ -+~ 12%k (V(0) is een constante) —

=0

F(x) = —kx

Substitutie in de 2-de Wet van Newton geeft:

dix%-ﬁx—()
a2 m"~

| k | k
x(t) = Acos\| —t+ Bsiny| —t
m m

Voor kleine oscillaties is een harmonische beweging dus onafhankelijk van de vorm van V' (z).
De cirkelfrequentie w wordt gedefinieerd als:

Hieruit volgt voor z(t):

x(t) is dan te schrijven als:

’x(t) = Acoswt + Bsinwt‘

Als de periode van de harmonische beweging P is, geldt:

2 m
P=""—on />
w T k




De frequentie v is het aantal trillingen per seconde: v =1/P —

Als wt+ « de fase is, met « de fase op t = 0, en A de amplitude, zijnde de max. uitwijking
van de pm, dan is x(t) ook te schrijven als:

’x(t) = Asin(wt + @) ‘

Hieruit volgt voor de snelheid:

’U(t) = wA cos(wt + «) ‘

Hieruit volgt voor de versnelling:

a(t) = —wx
T = $mv? = imw?A? cos?(wt + a) —
T = imw?(A? — 2?)
x
av
F:——:—kz%V:/kxdaz:%kxzﬁ
dz
0
V= %mw%g

De totale energie van een harmonische oscillator is dus:

E= %mwQA2

Als een pm beweegt tussen de punten x; en xo dan komt ¢ overeen met een halve trilling,
dw.z. t= %P —

Vi dx
Pﬂmx[m

Als er tevens een kracht werkt die tegengesteld is aan de richting van de snelheid van de pm,
F' = —Xv | X constant, dan treedt er een gedempte trilling op.

2 2
De bewegingsvergelijking wordt dan: m% = —kx — v — % + % : % + %x =0
Stel: 2y =A/m A w%zk:/m—>
d*x dz 9
ﬁ + 2’7% + W = 0

Voor zwakke demping (v < w) is de oplossing:

x(t) = Ae sin(wt + )




2 2

Hierin is w? = w? — 4?2, en zijn A en « willekeurige constanten die door de beginvoorwaarden

worden bepaald.

Een gedwongen trilling ontstaat als er tevens een uitwendige kracht op de pm werkt.
Stel: Fy, = Fpcoswyst —

d*z 49 dz oy o ’
— — +wjr = — cosw

a2 gy TR T G COR
De pm zal nu met een frequentie w; gaan trillen; een mogelijke oplossing is dan van de
vorm z(t) = Asin(wst — «); substitutie van z(t) in de D.V. geeft voor A resp. a: A =

(Fo/m)/\/(wj% —wi)? + 4’yzwj2c A tano = (w]% —wd)/2yws —

Fo/m
(@} — W) + 47203

x(t) =

sin(wst — a)

Voor centrale krachten geldt: 3u(i? + r2¢?) + V(r) = E|p de massa van de pm
Substitutie van ¢ = L/ur? geeft:

dr\? L2
1
1,.(20 = - E
2'u<dt> +2HT2+V97')

Hierin heeft L?/2ur? de centrifugale potentiéle energie die een afstotende schijnkracht
veroorzaakt: V'(r) = V(r) + (L?/2ur?) heet de effectieve potentiaal.
Analoog aan t(z) geldt nu:

f dr
0 =100 Vi |

_— = —_ — f — _>. [
dt de dt pr? dp  2ur?

dr _dr dp L dr _ L? {1(dr

2
- dcp) —i—l}—l—V(r):E—)

r2

n dr
p(r) = ¢(ro) +Z r2/Ru/LIE — V ()} — (1/r2)

72 >0 — E > V(r)+ (L?/2ur?); een gebonden beweging ontstaat als dV/dr > 0 is en het
rechterlid een min. heeft.
E = V' (r)min = r =const., zijnde een cirkelbeweging.
dV/dr < 0 komt overeen met een ongebonden beweging; de waarde van r die voldoet aan
E =V (r)+ (L?/2ur?) is de afstand van de kortste nadering.
Stel: V(T):—ﬁﬁﬁ:_dl:_ﬁ.f__@

r dr r2 r r3
Hierin is k pos. voor een aantrekkende en neg. voor een afstotende kracht.
De Runge-Lenz vector A wordt gedefinieerd door:

E:ﬁxﬁ—uk

<3y




1 baanvlak — p'x L ligt in het baanvlak en dus ook A.
F‘A':F-ﬁxE—uku@rAcosszQ—ukr (7 PxL=Fxp-L=L-L)—
T

1 uk A
B b O
; 2 ( + e cosgo)

Dit is de poolvergelijking van een kegelsnede met excentriciteit e = A/uk.

1 d A
— dl =72 sin ¢ in de DV voor ¢ geeft
r 2

<dr)2 <dr)2<d¢>2 <dr>2 L?\ A?sin’¢ L?2 k&
met e = —_ —_— — _— : _'_ PR — E'
dt dp dt dp) p2rt 2uL? 2ur? ¢

2
L2
Substitutie van A% cos? ¢ = ( — Mkz) geeft dan:
T

Substitutie van —

A? = 1?k% + 2uEL?

De excentriciteit is dan te schrijven als:

E > 0= ¢e>1— hyperbool

FE =0= e =1 — parabool
E<0=e<1— ellips

E = —uk?/2L% = ¢ = 0 — cirkel

Voor de kracht tussen 2 pm’s my en mso op onderlingen afstand r geldt de
Gravitatiewet van Newton:

= Gmima
Fy=— 7

r2

Hierin is G ~ 6,67.107''Nm? /kg? de gravitatieconstante. De massa gedraagt zich hier
als zware massa; er geldt dat trage massa = zware massa.

o0

V(T’) _ Gmlmg dr — Gm1m2 _
r2 r ,

T

Gmimsy

Vir)=-

r

De gravitatiepotentiaal V,(r) op afstand r van een massa m wordt nu gedefinieerd als:

In bolcodrdinaten geldt: VV = (a (—G> ,o,o) - (%”,0,0) -
T

0
v.vvzv%/:l.a(r?Gm):l.
r2 or



Vergelijking van Poisson:

V2V = 47Go

Als een pm in tijd At een hoek Ay doorloopt op afstand r van het centrum, dan geldt voor
dS d L

de oppervlakte AS: AS = %T2A(p — e %er—f = Z

Als L behouden blijft, worden dus in gelijke tijden gelijke oppervlakten doorlopen.

dA — dA — p—
Stel: A=mv-7— e ma-F+mv? = F-7+2T — e F -7+ 2T Het tijdgemiddelde

f(t) over een tijdvak 7 van een functie f(¢) wordt gedefinieerd als:

T == [ rwar
0

T

dA 1 A-A dA
Hieruit volgt: — = —/dA = O 5r>1AnA begrensd = — ~ 0 —
dt T T dt

Viriaalstelling voor een pm:

T=-1F.F

Het rechterlid heet de viriaal van de pm. Daar het rechterlid de helft van het tijdgemiddelde
van de potentiéle energie voorstelt, is de viriaalstelling ook te schrijven als:

2T+V =0
- av av = av
Voor een conservatieve kracht geldt: F'- 7= ——7¢ . F= —r— = T = %r—
. oV v dr dr dr
Stel: V=—— = —=-n——
rn dr r
T— v

Als F = > F} de totale externe kracht op een voorwerp is dat opgebouwd gedacht kan worden
i

uit een aantal pm’s m; en positievectoren 7;, en P= > p; de totale impuls, dan geldt: F=P
i

Het massamiddelpunt R van een aantal pm’s wordt gedefinieerd als:

I
R—_t_
M
Hierin is M = >_ m; de totale massa.
i
P is nu te schrijven als:
P=MR




2

Voor de kinetische energie van een aantal pm’s geldt: 17" = %Z m,Rl

)

‘ @8]

_ _ . 52 .
tel: By =7+ B —T =LY mis + s mRi + Y mif;- R
(2 K3 K2

=M™

i 7

2

T =1 mi +IMR
7

D=
D=

De 1-ste term is de kinetische energie van de pm’s gemeten t.0.v. het mmp, de 2-de term die
van de totale massa die met de snelheid van het mmp beweegt. Het totale impulsmoment L
van een aantal pm’s wordt gedefinieerd als:

E:Zfilxﬁz:Zmzﬁlxﬁz
(2 (2
Stel: R =74+ R — L =Y. mi; x 7i — R x Y m7 + R x Y mi7i + > R x R

7 (2 (2
Analoog aan de afleiding voor T zijn de 2-de en 3-de term nul —

L=Y mf x7+MRxR
i

De 1-ste term is het impulsmoment van de pm’s t.o.v. het mmp, de 2-de term die van het
mmp.

Theorema van Euler: de rotatie-as van een stijf lichaam kan door elk punt van het lichaam
gekozen worden.

Als de rotatie-as door het mmp gekozen wordt, dan worden de translatie- en rotatiebeweging
gescheiden.

A
n

Stel: @ is een constante vector in een roterend frame met rotatie-as

n
di L dandad Ln—dd|nxdA|dd| =dQasinb
Stel: dQ) = dQn — da || d2 x @ A |dd| = |dS2 x d| <
da dQ

— =—Xd

dt dt

De hoeksnelheid & wordt gedefinieerd als:

da = dQ x @ —

S dQ
W=—
dt
Hieruit volgt:
da v
G = Wxa
Als d expliciet van de tijd athangt, dan geldt:
da e oa
D R A Mt
dt ot

12



Voor een stijf lichaam opgebouwd uit pm’s met positievectoren 7 gemeten in een referentie
frame verbonden met het lichaam geldt voor de snelheid van een pm:
F=@dx7—=l=Fxmif=mifx (@x7)—L=Ymi{ar?—7F- 3J)}

i

Daar de componenten van L lineair afhangen van de componenten van & is dit te schrijven
als:

1

Hierin is I;; de traagheidstensor waarvoor geldt:

S m(y? + 22) — > mzxy — > mzz
Lj=1;;= — Y myx S m(x? + 22) -S> myz
— Y maxz > mzy S m(x? + y?)

T:%Zmﬁ}ﬁ:%Znﬂﬁxﬁ-@xf%:§%2mde@xﬁ}%
1

=
.

Daar I;; = I;; is het mogelijk een stel coérdinaatassen te vinden zo, dat de matrix van I;;
diagonaal is; zulke assen heten hoofdassen en zijn verbonden met de symmetrie-assen van
het lichaam. De diagonaalelementen, de eigenwaarden van I;;, zijn de hoofdtraagheids-
momenten.

Voor de afgeleide van het impulsmoment van een stijf lichaam in een inertiaalstelsel geldt:

dL = 0 dL - L
T N; als g de afgeleide is in een roterend stelsel, dan geldt: T W x L+ e —

=

I L
%t:—cﬁxL—&-N

De term —& x L is een schijnkracht (centrifugale torsie) t.g.v. het roteren van het lichaam.

Voor een coordinatenstelsel bestaande uit de hoofdassen geldt:
L1 = Liwi A\ Ly = Iowy A Ly = Isws, met I7, I en I3 de hoofdtraagheidsmomenten.

IG=-&x I3+ N — Eulervergelijkingen:

Ild)l = wQW3(IQ — Ig) + N1
Iy = w3wi (I3 — I1) + N
Igd)g = wl(,UQ(Il — IQ) + N3

Deze differentiaalvergelijkingen zijn vanwege de w,w,,-factoren niet-lineair.

Een sferische top is een stijf lichaam met Iy = o = I3 =1 —
w1 :Nl/I/\dJQ :NQ/IAd)g :N3/1<:>(,UZN/I—>

t
1
mw:j/Nﬁ
0

13



Een symmetrische top is een stijf lichaam met I} = Io = I.

I(:dl = CUQW3(I — Ig)
Voor N = 0 worden de Eulervergelijkingen dan: { Iwe = w3wi (I3 —I)

Tws =0
IB_I djlzfosz . . 2 2
Stel: a = ws — ) S wwy Fwawy =0 = wi +w; =C
I Wo = awq
dr 8F+4Xqﬁd2f 8{677+(“><“)}+*x{677+(“x")}<:}
— = — 4+ UXT = —=—<¢—+ (I XT W — + (0 X T
dt ot dt? ot | ot ot
i 827?—1—2”><8F+”><("><*) (* t:>87?><* 0)—>
—_— = — WX — 4+ WX (@ XT W=const. > — X1 =
dt? ot? ot ot

Bewegingsvergelijking van een pm in een roterend codrdinatenstelsel:

F=mi+2md x 7+ md x (& x 7)

Hierin worden de afgeleiden in het roterende stelsel genomen.

De vergelijking is te schrijven als: mi* = F — 2m@ x 7 — m@ x (& x 7) = F’, waarbij F' een
effectieve kracht is opgebouwd uit de reéele kracht F en een schijnkracht t.g.v. de rotatie.
De term —2ma@ x 7 is de Corioliskracht die loodrecht op de beweging van de pm staat. De
term —md x (& x 7) is de centrifugale kracht die van het rotatiecentrum af is gericht.
Daar elke schijnkracht evenredig is met de massa, valt de massa uit de bewegingsvergelijking
van de pm weg.

Het aantal vrijheidsgraden van een dynamisch systeem wordt gedefinieerd als het verschil
tussen het aantal vereiste codrdinaten n om het systeem te beschijven en het aantal onafhan-
kelijke nevenvoorwaarden vergelijkingen m. Het aantal vrijheidsgraden is een karakteristiek
van het systeem, d.w.z. hoewel nn en m van de gekozen codrdinaten afhangen, ligt n — m
vast.

Onder gegeneraliseerde cobrdinaten wordt elke verz. getallen verstaan die de configura-
tie van een systeem beschrijft. Voor een bewegend systeem hangen deze getallen van de tijd
af. Bij onafhankelijke gegeneraliseerde coordinaten is het aantal gegeneraliseerde codrdinaten
gelijk aan het aantal vrijheidsgraden, d.w.z. er zijn dan geen nevenvoorwaarden.

Voor de transformatie vergelijkingen van een verz. van 3N Cartesische co6rdinaten naar een
verz. van n gegeneraliseerde codrdinaten ¢ geldt:

1 = $1((]17q27 cve ,qn,t)
T2 = 1’2((]1,(]2, o 7qn7t)

3N = 238 (q1,G2, -+, qnst)

Als er [ resp. m onafhankelijke nevenvoorwaarden voor de z- resp. g-codrdinaten zijn, dan
geldt:

’3N—l:n—m‘

Holonomische nevenvoorwaarden zijn van de vorm:

¢j(Q17QQ7”'7Qn7t):O|j:1727"'7m
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Niet-holonomische nevenvoorwaarden zijn van de vorm:

n
Zaﬂdqi—i—aﬁdtzo\j:1,2,...,m
=1

Hierin is aj; = aji(q1, 2, - - -, gn,t) en is de differentiaalvorm niet integreerbaar.
Niet-holonomische nevenvoorwaarden beperken de mogelijke snelheden van een systeem, daar
de differentiaalvorm te schrijven is als

n

Z:I j’qu+a’jt_0|]_12
1=

Als 131 de kracht is die op een deeltje werkt met positievactor 7;, dan wordt de door ]5;
verrichte hoeveelheid virtuele arbeid §W op een systeem van N deeltjes gedefinieerd als:

N
SW =% F- 67
=1

Hierin is 67; de virtuele verplaatsing van een deeltje met positievector 7;, waarbij dt = 0.

Als een systeem van N deeltjes in statisch evenwicht verkeert, dan geldt:
F+R; = O]z =12,...,N
Hierin is F; de som van de uitwendige - en R; de som van de inwendige krachten. Voor de
verrichte hoeveelheid virtuele arbeid geldt dan:
N N
W =3 F;-0ri+ > R;-6r; =0
i=1

i=1

N
Als de inwendige krachten geen arbeid verrichten, dan is Y R; - dr; =0 —
i=1

oW = 2015 =0

=
"111

=1

Uit F; — }5’2 = 0 volgt dat de hoeveelheid verrichte virtuele arbeid door een systeem als dit
over een afstand J7; beweegt ook nul is —

Principe van D’Alembert:

S (Fi = ;) 075 =0

%

Daar voor virtuele Verplaatsingen geldt dat ot = 0, geldt voor de differentiaal van

8332

;i = 2i(q1,y ., qn,y t) 537sz 1 i=1,2,...,N
N axz
Substitutie in 6W = Z F;ox; geeft: 6W = Z Z F;——dq;
i=1j—=1 '9q

De gegeneraliseerde kracht (); corresponderend met de gegenaraliserende codrdinaat g;
wordt nu gedefinieerd als:

8xl

ZF

7=12,...,N
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De hoeveelheid verrichte virtuele arbeid is nu te schrijven als:

5W = Zl Qj5Qj
]:

De dimensie van (); hangt af van de dimensie van de corresponderende g;; ();¢q; heeft echter
altijd de dimensie van arbeid.

Substitutie van 7; = Z am dgj en Q; in Z( —rz) -01; = 0 geeft: Z Qg — Zj mit; 0;2 0g;
87“1 i 87“1 . ov;  o0r;
TZ_T’Lq7 :>Tz =V, = 7o =
’ Z 04;  Og;

ov; 82}1 37”1 d (07 .

og; " 0¢;  0q;  dt (5%) "
i ((;: - 21: {jt (mzf’lggj> — T Zdt (({;n)} geeft:
Z [Qj - % {qu Z ;mivf} - ;qj Z émﬁ?] 6qj =0 <
J 7 7
£lo-3(2)- a1

9q;
d(or\ _or _ .
dt 8qj 8(]]'_ J

- or;
Voor conservatieve systemen geldt: F; = —VV; = Q; = Z F, - 7", = — Z VV

d (0T
Substitutie in de DV voor T' geeft: 7 (g) - i(T -V)=0
4

De Lagrangiaan L wordt gedefinieerd als:

In het algemeen hangt L af van ¢, g en t : L = L(q, 4,t)
Als V niet expliciet van de tijd afhangt, dan geeft substitutie in de DV de

Vergelijking van Lagrange:
da (oL _ oL _
dt \d¢; ) 9q;




n
Voor een systeem met nevenvoorwaarden Y aj;dg; + ajdt = 0| = 1,2,...,m geldt dat
i=1
op elk tijdstip de variaties van de afzonderlijke gegeneraliseerde codrdinaten in een virtuele
n

verplaatsing (met 0t = 0) moeten voldoen aan: ) aj;dg; =0
i=1

n
Als A\; € IR een Lagrange multiplicator is, dan geldt: \; > a;:0¢; =0|j=1,2,...,m
i=1

Als C; de gegeneraliseerde inwendige kracht is correspond_erend met g; die geen arbeid ver-
n

richt, dan geldt: > Cidg; =0 —

=1

3

Aj > ajidg; — i Cidgi =0 i (Ci - i )\jaji> 0q; =0
i=1 i =1

i=1 =1

Stel: C; = gbj Ajag; —
=1

1=1,2,...,n

d (0L oL -
i (aq> g T 2N

=1

De canonieke - ofwel geconjugeerde impuls p; wordt gedefinieerd als:

_ oL

Substitutie in de vergelijking van Lagrange geeft:

oL _

De Hamiltoniaan H wordt gedefinieerd als:

’H(Qi,pivt) = q¢ipi — L(qs, Gi, 1) ‘

Differentiatie van beide leden van H(g;, p;,t) geeft:

OH OH OH oL oL oL
—dq; + —dp; + —dt = p;d§; + ¢;dp; — —dq; — —dg¢; — —dt
g, 0T gp, P gy ¢ T Piddi T Gidpi — 5100 — 5 Adi = G0t =
Vergelijkingen van Hamilton:
om __~ oH __~ ToH _ oL
A TR
De actie S wordt gedefinieerd als:
to
S = / Lt
t1
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Principe van Hamilton: Een dynamisch systeem evolueert van tijdstip ¢; naar to zo, dat
de actie een functionaal is m.b.t. willekeurige kleine veranderingen in de afgelegde weg:

to
55:5/Ldt:o
t1

S en L zijn, i.t.t. de wetten van Newton, scalaire grootheden en dus onafhankelijk van het
gebruikte codrdinatenstelsel.

De vergelijking van Lagrange is ook af te leiden uitgaande
van het principe van Hamilton.

Stel: L = L{q(t),q(t),t} | ¢(t) de baan zo, dat S min. is. g(t)
Als q(t) +ep(t) | € < 1 en p)t) een willekeurige functie met
nevenvoorwaarden ¢(t1) = ¢(t2) = 0 een baan is dicht bij
q(t), dan moet dus gelden: dS/de =0

o —

to 0 tl tZ t
Hierin is S = [ L{q(t) + ep(t),q(t) + ep(t), t}dt — '
t1

to to
L Olutes) 0L Daten) 0L 0, fon, oL
/{aq 9e taq T o Tag o ag¥ T gi e =0

tl t1
J N8 YV (YT
dq "), TR ~J Log at\og R AC
1 1

Een symmetrie in een dynamisch systeem manifesteert zich als een afwezigheid van een
coordinaat. Uit de Lagrangevergelijking volgt dan een behoudswet.

8L} 0o oL
4 ) 94y
Als L dus onafhankelijk is van ¢; is, dan blijft p; dus behouden.

Stel: L is onafhankelijk van ¢; — o { =C

Voor de kinetische energie van een systeem met N deeltjes geldt: T' = 3 Z m;E; @2

jf

2
. " Ox; 8 Ox; Ox;
xJ::EJ(QMQQ)7Qn7t)_>x]2287JQ’L sz]< J +8J>
i=1 94 = t
De kinetische energie is dus een functie van ¢, ¢ en t: T'=T(q, (q), t)
Stel: j =k —

i=1j=1

15) 0 . 0 0 15) 2
Qka{ZZaZv zk qu+22 T xk (;:) }

Als Oxy, /0t # 0, dan heeft het corresponderende deeltje my, een snelheid ongelijk nul, ook al
zijn alle ¢;’s wel nul. Dit komt i.h.a. overeen met bewegende nevenvoorwaarden. Als voor
elke k geldt dat Oz /0t = 0, dan is de totale kinetische energie te schrijven als:

3N n n

0 8 .
3 Y im G S,

k=1i=1j=1
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De inertiecoéfficiént m;; wordt gedefinieerd als:

N
3 81‘k 8$k
mij mj; Z mp T
o 9u 9g5

Substitutie in 17" geeft:

n n
T=1 Z Z mijqiq;

i=1j=1

Een conservatief systeem is een systeem waarvoor geldt:

G (o0y_oL_,
Cdt \9g; oq

2. De Lagrangiaan hangt niet expliciet van ¢ af: L = L(q, q)

n
3. Nevenvoorwaarden van de vorm: ) aj;g; = 0 (ajt = 0)
i=1

L= L(Qz;‘]z ¥ Z Qz +Z

L L "
Substitutie van oL = di (6> = Z Ajaj; geeft:
7=1

9qi 9g;
no2 dL d O .
E_Zdt (8%) ZZIJZI)‘QJZQZ+Z 7:£i:187q.i%‘

oL
Integratie geeft de Jacobi integraal Z 36 ¢i — L = h, die dus de Hamiltoniaan van het

=1
systeem voorstelt en die constant is.

Stel: T' = ijkqjqk | Ml = Mp;

Jk
EmjkCIJQk = Z m]kQ]Qk + Z m]kQ]Qk + Z m]ijQk + Z mij]Qk A
J:k Ji.k#i j=i,k#i j#i,k=1i =i
EmijJQk = Z;é m]kQ]Qk + (Z mszk)Qz (Z mj’bq])ql + mu(Qz)
J.k
Als V onafhankelijk van ¢; is, dan volgt hlerult
oL oT . . .
Py D madn + D myids + 2maigi = Y marde + Y mjig; =2 mijd; —
ki G k J J
oL
ZCL‘? =2 mgig; = 2T —
i Y i

Als L dus niet expliciet van de tijd athangt, dan is H constant en als V onafhankelijk van ¢;
is, dan is H tevens de totale energie.

FEen gegeneraliseerde codrdinaat g; heet cyclisch als deze een constante canonieke impuls
heeft. als alle ¢;’s cyclisch zijn, dan kan p; gedefinieerd worden als: p; = a; —
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oH  OH
opi O

Canonieke codrdinaten zijn codrdinaten waarvoor geldt:

Gi = =w; = ¢ = wit + i

{gi-4;} ={pi,p;} =0 A {qi,pj} = &

Als P; = Pi(q;,pi,t) en Q; = Q;(qi,pi,t) canonieke codrdinaten zijn, dan is er een functie

. K } K
K = K(Qi, P;,t) zo, dat geldt: P, = 20, A Qi = gR

to
Daar voor de oude codrdinaten p; en ¢; geldt dat 0 [[¢ip; — H(qi, pi,t)]dt = 0, volgt hieruit
t1

t2 .
voor de nieuwe coordinaten: ¢ [[Q;P; — K(Q;, Py, t)]dt =0
t1

dF
Aan beide voorwaarden wordt voldaan als geldt: A(¢ip; — H) = Q;P; — K + r
Hierin kan F' een functie zijn van ¢;, p;, Q;, P; en t en heet de voortbrengende functie, A
is een constante.

Voor A = 1 ontstaat een zgn. canonieke transformatie:

. dF
gipi — H = QzP 3 — K+ %

De Poissonhaken {U,V'} van 2 dynamische variabelen U(p;, ¢;) en V (p;, ¢;) worden gedefi-
nieerd als:

ou 9oV oU oV
vy = Z<8qz dp;  Opi a%)

Daar de Poissonhaken antisymmetrisch zijn, geldt:

{U,V}=—{v,U}]

Stel: V = H; substitutie van de Hamiltonvergelijkingen geeft dan:

- (a0

Hieruit volgt:

Daar het rechterlid de impliciete mate van verandering van U voorstelt t.g.v. zijn afhanke-
lijkheid van g; en p;, is de totale mate van verandering ofwel de bewegingsvergelijking van U
te schrijven als:

dU 8U
={U, H}+

dt

dg; Opp g5 O dg; 0
Stel:U:qiAV:p’ﬁ{q"’pk}zz(aga];f_azqf-'az]ﬁ) Zagj’a];k

{a, 1} = 0
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Een oneindig lange elastische staaf waarin kleine longitudinale vibraties in op kunnen treden
is te benaderen d.m.v. een oneindige keten van gelijke massapunten met massa m op onder-
linge afstand a die verbonden zijn door uniforme massaloze veren met veerconstante k. Voor
de kinetische energie geldt dan: T = % S"mn?2, waarbij n; de positie van de i-de pm is.

7

Voor de potentiéle energie geldt: V = %Z k(niv1 —ni)? —
i

2
. Ni+1 — N
= % E ,[mn? — k(M1 — =3 E a (Haz) ]
i

o B d
Tevens geldt: a — 0 = Mitl 70 77(33 +a) —n(z) _,
a a dz

Substitutie van p = m/a, zijnde de massa/lengte-eenheid, en Y = ka, zijnde Youngs modulus
die een maat is voor de rekbaarheid van een stof, geeft dan:

L= ;/{MQ—Y(;ZZ)Q}M

De Lagrangiaan die voor een discreet systeem gedefinieerd is, is nu voor een continu systeem
te schrijven als een Lagrangedichtheid L:

5 dn 2 dn 2
L=u(=L) —v (&
“(dt) <d:c)

. . ~ ~ dn d'r] ta o
Voor de Lagrangedichtheid L = L | 7, el t|] geldt: 65 = [ [ Ldzdt =0
€L t1 X1

Stel: n(z,t,a) = n(z,t,0) + af(z,t) —

() ot ity 2 () sy (4 =

Partiéle integratie geeft:

¢ - t -

/2(% 2 <d77) dt = /2d _OL andt en

; d(dn/dt) Oa \ dt N ; dt | O(dn/dt)

1 1

7 oL 9 (dn>dx__7d oL\ om
d(dn/dzx) Oa \dx N dz | d(dn/dx) | O«

1 1

plus resttermen van ¢; naar to en x1 naar xo die nul zijn —

2ok oL d( oL o
55://l%—ddt{(w}—m{wﬂ (aoé>a:0dxdt:0—>

t1 x1
df oL | df oL | oL _,
dt | O(dn/dx) dx | O(dn/dt) on
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Thermodynamica

Een (geisoleerd) stelsel van een groot aantal deeltjes is in statistisch evenwicht als het in
de meest waarschijnlijke verdeling verkeert.

Als alle energieniveaus dezelfde waarschijnlijkheid hebben om bezet te worden, dan is de
waarschijnlijkheid van een bepaalde verdeling evenredig met het aantal verschillende amnie-
ren waarop de deeltjes over de energieniveaus verdeeld kunnen worden om de betreffende
verdeling te realiseren.

Als de N deeltjes identiek en toch onderscheidbaar zijn geldt dat voor het energieniveau W
er N verschillende manieren (dus deeltjes) zijn om in Wj te plaatsen. Het 2-de deeltje kan
uit N — 1 deeltjes gekozen worden, het 3-de uit N — 2 deeltjes, enz. Voor n; deeltjes zijn er
dus N!/(N — n1)! manieren.

Daar de volgorde van de deeltjes niet van invloed is op de verdeling, moet dit gedeeld worden
door ni!. Het totaal aantal verschillende manieren om n; deeltjes in energieniveau Wi te

| d N!
aatsen is dus: ————
P nl'(N — nl)'
Voor het 2-de energieniveau Ws zijn er nog N — n; deeltjes over; het aantal manieren om nsg
N —nq)!
deeltjes in W5 te plaatsen is dan: ( )
ng!(N — N1 — 77,2)!
Het totaal aantal verschillende manieren P om de verdeling nq,n2,ns, ... te krijgen is het
N!

produkt van deze (en de volgende) uitdrukkingen: P = ———
nl!nQ!ngl e

Hierbij moet voldaan worden aan W = > n;W; zijnde de totale energie van het stelsel deel-

(2
tjes als de onderlinge wisselwerking tussen de deeltjes verwaarloosbaar is.

Als de waarschijnlijkheid een deeltje in W; te vinden 9 is, dan geldt voor n; deeltjes een
Nlgitgy?gs® ...
waarschijnlijkheid g;"* — P = 9L 92 93 = N! H gl
nl‘ng'ng

De verdeling met de grootste P is de meest Waarschljnlljke verdeling, die overeenkomt met
de evenwichtstoestand.

mP=NInN—-N+nilng +---—(nmlnny —ny) —---=NInN =3 n;In(n;/g;) —
dlnP:—Zln n;i/gi)dn; — ZdnZ (dg; = 0) l

N=ni+-+mn —dN= dn1 +---+dn; =0 (N =const.) —

—dIn P = f% = ;ln(ni/gi)dni

dW = Z dn; W; + Z n;dW; (W = const.) — Z Widn; =0

Vermenzigvuldiging Zvan Z dn; = 0 met « en XZ: W;dn; = 0 met 3, optelling bij het rechterlid
van —dP/P en toepassinzg van de stelling vanZ Lagrange geeft dan:

—d?P = Z(ln(nz/gz) + o+ fW;)dn;

Voor een max. moet dit nul zijn — In(n;/g;) + a + BW; =0 — n; = gie Wi
N =¢ ¢ Egie_ﬁwi
i
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De toestandssom ofwel partitiefunctie Z wordt nu gedefinieerd als:

Z=> gie "M
i

Hieruit volgt: N =e %2 —
Verdelingswet van Maxwell-Boltzmann:

N

VA

dz

dp

ng

gi

lage T
hoge T'
Wi
dlnZ
dp

N  _sw
n; = ?gie AW
N N d
_ T — .o~ BWi — o BWi
W—%:nsz—gzi:ngVze —_?’%;gze = —
— dlnZ
De gemiddelde energie van een deeltje: W = — dnﬂ
De absolute temperatuur 7' van een stelsel deeltjes wordt gedefinieerd als:
1
kKT = —
p

Hierin is k£ ~ 1,4.10723J /K de constante van Boltzmann en wordt T uitgedrukt in Kelvin.

De toestandssom en de Maxwell-Boltzmann vergelijking zijn nu te schrijven als:

N
dT dlnZ
df = —— =kNT?
b=z W a7
— dlnZ
— kT?
W=k o

Nulde hoofdwet van de thermodynamica: Als 2 verschillende stelsels met elkaar in
wisselwerking staan en in statistisch evenwicht verkeren, dan hebben ze dezelfde temperatuur;

de stelsels zijn dan in thermisch evenwicht.

Voor een ideaal gas geldt dat alle energie kinetische translatie-energie is. Voor een redelijk
groot volume V is de kinetische energie als een continu spectrum op te vatten. Als g(W)dW
dan het aantal toestanden tussen W en W + dW is, dan geldt:

/2 F
7 /*OoefW/kTg(W>dW _ 47TV(Z;”L ) /W1/267W/deW _
0 0
(2emkT)3/?V
Zideaal gas — B3
an:C+%lnkT—>
W = 3kT

4V (2m3)Y? |
h3

7(kT)3 —



De totale energie van een ideaal gas van N moleculen is dan:

_ 3
Uideaal gas — okNT

Als cal N het aantal mol van een gas is, geldt: N = NNy —

Uideaal gas —

SNRT

Hierin is R = kN4 de gasconstante ofwel constante van Regnault.

Voor het aantal moleculen dn met energie tussen W en W 4 dW geldt nu:
N N 4xV(2m3)1/?
dn = e WM g(W)dw = — - ( h’f V2w gy
Substitutie van Z = [V (2rmkT)3/?]/h? geeft dan de energieverdeling van de moleculen van
een ideaal gas:

dn 27N
R 71/‘/1/2 —-W/kT
aw — (mkT)E2 " ©
d d dw d
W:%mv2—>—n——n-——mv—n

v v
Substitutie van W en dn/dv in dn/dW geeft, als dv het aantal moleculen met snelheid tussen
v en v + dv is, de snelheidsverdeling van de moleculen:

dn m \3/? 2
2 4xN —mv* /2kT
v " (ZWkT) ¢

Voor de totale inwendige energie van een stelsel deeltjes geldt: U = U;+T; = 3 Uj;+> %mv?
(4.5) ¢

Als er op het stelsel een uitwendige kracht werkt zal de inwendige energie veranderen en wel
zo, dat deze gelijk is aan de arbeid die door de kracht op het stelsel verricht wordt:

De druk p van een gas wordt gedefinieerd als de gemiddelde kracht per oppervlakte-eenheid
en uitgedrukt in Pascal (1Pa=1N/m?):

Ql =

ﬁ:

Als een gas een zuiger over een afstand dx verplaatst geldt voor de door de kracht verrichte
arbeid: dA = Fdx = pOdx = pdV —

Vo

A= /pdV
1%

Als een gas bij constante temperatuur expandeert, dan geldt de Wet van Boyle:
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Vo
dv V
voor de verrichte arbeid geldt dan: A = C / v = In VQ; hierin heet V5/V; de expansie-
1
Vi

verhouding.

Warmte is de gemiddelde uitwendige arbeid of overgedragen energie tussen een systeem en
de omgeving t.g.v. individuele energie-uitwisseling t.g.v. botsingen tussen de moleculen van
het systeem en die van de omgeving, waarbij geen macroscopische verplaatsingen optreden.
Hieruit volgt de Eerste hoofdwet van de thermodynamica:

De verandering van de inwendige energie van een systeem is gelijk aan de opgenomen warmte
en de op het systeem verrichte uitwendige arbeid:

AU = Q + Ay |

Als de déo6r een systeem verrichte arbeid A is, dan geldt: A = —A, —

AU=Q - A

Bij een kringproces is AU =0—-Q = A

Voor infinitesimale veranderingen geldt:

|dU = aQ — @A

Daar U een toestandsgrootheid is (AU hangt alleen van de begin- en eindtoestand af) is dU
- 1.t.t. dQ en dA - een totale differentiaal.

FEen quasi-statisch proces is een proces dat bij verandering van toestand 1 naar toestand
2 bij benadering een reeks continue evenwichtstoestanden doorloopt. een dergelijk proces is
reversibel. Bij een kringproces zijn er dan geen waarneembare veranderingen opgetreden
in het systeem of de omgeving. Bij een irreversibel kringproces zijn begin- en eindtoestand
wel dezelfde, maar is er een verandering in de omgeving opgetreden.

Als de arbeid alleen het gevolg is van een expansie, dan geldt: dU = @dQ — pdV
Een isochoor proces is een proces waarbij het volume constant blijft: dV =0 —
dUV = dQV — AU = QV

De molaire warmte bij constant volume C),, wordt gedefinieerd als de hoeveelheid opge-

1 a
nomen warmte door 1 mol stof per graad temperatuurstijging: C, = & —

TN dT
1 /0U
Cv:N(aT)V

Een isobaar proces is een proces waarbij de druk constant blijft: dp =0 —
dUp = aQp — d(pV)p < d(U +pV)p, = AQy
De enthalpie H wordt gedefinieerd als:

Hieruit volgt: dH, =dQ, — AH =@,
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De molaire warmte bij constante druk C), wordt gedefinieerd als de hoeveelheid opge-

d
nomen warmte door 1 mol stof per graad temperatuurstijging: C, = — - & —

N dT
1 /OH
Cp:/\/(aT)p

C, en C) heten soortelijke warmte.

Een isoterm proces is een proces waarbij de temperatuur constant blijft. Voor een ideaal
gas geldt: U = SNRT — dU =0 — dQr = dAr — Qr = Ar

Een adiabatisch proces is een proces waarbij geen warmte-uitwisseling met de omgeving
plkaatsvindt: dQ, =0 — dU, = —d A,

De verrichte arbeid gaat dus ten koste van de inwendige energie — bij adiabatische expansie
(compressie) daalt (stijgt) de temperatuur.

Een afgesloten systeem dat niet in evenwicht is zal in de loop van de tijd trachten dit te
bereiken. Als dit bereikt is, zal P niet verder toenemen (P maximaal).
De entropie S van een systeem wordt nu gedefinieerd als:

Hierin is P weer het aantal manieren waarop een bepaalde energieverdeling kan worden
verkregen. De entropie van een afgesloten systeem dat in statistisch evenwicht verkeert is
dus maximaal.

Daar S een toestandsgrootheid is, is de entropieverandering van een systeem als dit van
toestand 1 naar toestand 2 gaat, onafhankelijk van het gevolgde proces.

Een isentropisch proces is een reversibel proces waarbij de entropie constant is.

Tweede hoofdwet van de thermodynamica: In een afgesloten systeem treden alleen
processen op zo, dat dS > 0.

dS = 0 = evenwichtstoestand en reversibele processen.

dS > 0 = niet-evenwichtstoestand en irreversibele processen om de evenwichtstoestand te
bereiken.

De 2-d hoofdwet bepaalt zo welke processen zullen optreden en welke hoogstwaarschijnlijk
niet, ook al zijn de laatsten b.v. niet in strijd met behoudswetten.

Voor een systeem in statistisch evenwicht dat voldoet aan de Maxwell-Boltzmann statistiek
geldt: P = N!T](g;" /ni!)

Voor een juistezberekening van S moet het rechterlid door N! gedeeld worden —
S=klnP = kY |limits;n;Ing; — k> nilnng + k3 n; = —aniln()ni/gi + kN

Substitutie van ln% = —k—ji — lnﬁ geeft: S = XZ: nZT : 4 k;nz lnﬁ + kN —

Sz%—i—kNanN—i—kN

Toepassing van de formule van Stirling geeft:

S%%—FkNanNN!

26



Substitutie van U en Z van een ideaal gas in statistisch evenwicht in de voorlaatste vergelij-
king geeft de Vergelijking van Sackur-Tetrode:

V (2rmkT)3/?

S =5kN +kNln TN

U= ZTLlWl —dU = Z Widni + ansz

De l—zste term corresp(;ndeert metZ een varandering van W; t.g.v. een herverdeling van de
moleculen over de beschikbare energieniveaus, de 2-de term met een verandering van W;
t.g.v. de verandering van de energieniveaus.

Bij de expansie van een gas is > n;dW; het gevolg van de volumeverandering en dus van de

1
door het systeem verrichte arbeid: dA = — > n;dW; —
i
K3 K3 (2 K]
Voor een infinitesimaal reversibel proces dat aan de Maxwell-Boltzmann statistiek voldoet

d
geldt: dS = — — —dI'+ kN—
_ dW; =W /kT Wi =W, /kT
dZ = E o Ji€ + % w2 dr

7

Substitutie van dZ en n; = (N/Z)gie™Vi/*T in kN(dZ/Z) geeft:
dz 1 1 daA U
EN-— = —fzi:nidWi + ﬁZi:nz-de = =+ 7gdl = dS =

dU%—d‘A_>
Z T

T

_ e
ds = =

S kan dus uitgedrukt worden in J/K.
Substitutie van dQ = TdS in dU geeft: dU = T'dS — @ A; als alleen expansie arbeid verricht
wordt, is dit te schrijven als:

|dU = TdS — pdV

Deze vergelijking geldt zowel voor reversibele als irreversibele processen.

Bij een isotherm reversibel proces blijft de temperatuur constant —

_Q
AS =2

Bij een adiabatisch reversibel proces geldt dQ, = 0 —

Uit dS = ? volgt:

Q:/2Tds
1
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Voor een kringproces geldt:

o
03

(

),

Aszj{d:f?:o A Q:%Tds

oT
dp

(

),

oU oU oT 92U
dU =TdS — pd T=|— = — —_— ) =
U =Td5 = pdV = <as)v N <av>sﬁ (av)s avas "
_ 02U R
oSOV
Eerste relatie van Maxwell:
(3v),= (58)
oV /g - \9S %
H H
dH =dU +Vdp+pdV =TdS +Vdp — T = (8) ANV = (8) —
85 P 3]9 S
_ 0°H R <av> _PH
~ 0poS 98/, ~ 08S0p
Tweede relatie van Maxwell:
(%), = (55)
op/g ~\as »

De vrije energie F' wordt gedefinieerd als:

dF:dU—TdS—SdT:—SdT—pdV—)S:—<

"

9
v

(

),

_OPF
- oVoT

ar

F=U-TS

Q

F

Op

O*F

)

Derde relatie van Maxwell:

orov

%

or

o))

T

), ro==

ov

)

98
oV

op
aT

(

).~

)y

De vrije enthalpie wordt gedefinieerd als:

dG:dF+pdV+Vdp:—SdT+Vdp—>S:—<

),=

= aTop

as
Op

(%)

=

oG

opoT

M

ov

oT

oG

Vierde relatie van Maxwell:

ile,
T

—

) v

e,

Op

).~



Wet van Nernst: Het is onmogelijk om in een eindig aantal stappen het absolute nulpunt
te bereiken:

lim S(T) =0
T—0
dz aA
Voor een gas dat alleen expansie-arbeid verricht volgt uit kN - =7 + %dT dat
kENdIn Z = Z% —

olnZz
=LkNT
P ( oV )T

Substitutie van Z voor een ideaal gas geeft de toestandsvergelijking van een ideaal gas:

_kNT
P="y
Voor N mol gas is dit te schrijven als:
B NRT
P="y

Bij reéle gassen moeten de intermoleculaire krachten en afmetingen van de moleculen in
rekening gebracht worden. Daar de wisselwerkingen tussen de moleculen snel afnemen met
de onderlinge afstand, is de toestandsvergelijking van een reéel gas te schrijven als een reeks
met negatieve machten van V/N:

L B4+
v vEt s

2 3
pIRT<N N NBg+...>

Bs, Bs, ... heten de viriaalcoéfficienten en hangen van de temperatuur en de moleculaire
wisselwerking af.

De grote toestandssom ofwel grote partitiefunctie z van een stelsel deeltjes zonder
wisselwerking wordt gedefinieerd als:

ZN
=N
Uit Inz = NInZ — In N! volgt dan:
Jlnz
= kT
i ( oV >T

Voor een reéel gas wordt z:

1 ( rmkT)32 )"
z:N'{(mnhg)} /-'-/er/deVl...dVN

Hierin correspondeert elke volume-integraal met 1 deeltje.
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Voor een ideaal gasis U =0— [--- [dV}...dVy = VN —

1 {V(27rmk:T)3/2 }N

“ideaal gas = 71 h3
De potentiéle energie van een reéel gas is te schrijven als: U = Y. Ui, welke uit
alle paren
— Z Uij/kT
%N(N — 1) termen bestaat — e~ U/FT = ¢ alle paren = [ eVl s

alle paren

e~ U/KT _ H (1_%4_...)% H 1+ fij) =1+ Z fis+- =

alle paren alle paren alle paren

[ feURTqydVy = [ [(1+ ¥ fij+--)dVi...dVy

alle paren

De term 1 geeft VV; de overige %N (N — 1) termen zijn gelijk, daar f;; dezelfde voor alle

paren is. Voor 2 moleculen op onderlinge afstand r zijn deze te schrijven als:
SN(N = 1)VNZ2 [ [ fia(r)dVidVa
12

(De factor VN=2 komt van de integralen van de overige N — 2 moleculen.)

Stel: dVa = dnridr — I = [ [ fia(r)dVidVa = [ [ fi2(r)drr2drdVy
12 12

Stel: B = [ fi2(r)dmr?dr — I = [ BdV; = BV N>>1:>%N(N—1)Q%N2_>
2 1

N2
[ J0+  fiy+-)dVie--dViy = VN £ IN2YN-lg — N <1+2V5)
alle paren

Als ook de volgende termen in de reksontwikkeling van e~U/*T
N N
dan is de integraal te schrijven als V'V <1 + 25) —

in rekening worden gebracht,

1 {V(zﬁkaﬁ/?}N <1+ Nﬂ)N

“reéel gas — 7n| h3 DYa

1 2rmkT)3/2 N
lnz:lnN'—l—Nan—l—Nln(mnk)—I—Nln(l—l—ﬁ)

h3 2V
De laatste term is ongeveer gelijk aan N23/2V —
(82) N N?p ENT kTN?3
— ) =5-—-—=5 —>p= — —
ov)r V. 2V2 v 212

Eerste orde benadering van de toestandsvergelijking van een reéel gas:

_ NRT  N’RTNap
Vv 2v?

Voor een ideaal 1-atomig gas geldt: U = %NRT —C,=N"1. %NR —
H:U+pVZ%NRT+NRT=%NRT%Cp:N_l-%NR:%Rﬁ
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Als p constant is en T" neemt toe tot T' + 1, dan geldt:

T+1 T+1 A
A= [ pdV= [ NRIT=NR— = =R~
T T N

Cp — Cy = R geldt dus ook voor meeratomige idealoe gassen.

Voor de verhouding v van C), en C, geldt:

C 5
7_07523
dp dv  dT
DV = NEBT > lnp+1nV = mNR+1InT — 2 4 4V _df
p Vv T
3 v
SN'RT — dU = NeydT = TdS — pdV & NC, —_dS NR-

Eliminatie van dT'/T en substitutie van C), — C,, = R geeft:

dp 1% ds S
— 1 | — /
p+7v NC —Inp+yInV = NC,

pV7 = CeSINCv

Voor een adiabatisch en reversibel proces volgt hieruit:

Fermionen zijn deeltjes die aan het Pauliprincipe voldoen en waarbij de golffunctie van het
gehele stelsel antisymmetrisch is. Tevens hebben ze een halftallige spin.

De a-priori waarschijnlijkheid g; geeft nu het aantal verschillende quantumtoestanden dat
bij een bepaalde energie hoort, ofwel de ontaarding van het energieniveau, ofwel de g;’s
geven de max. aantallen fermionen in een bepaald energieniveau zonder het Pauliprincipe te
overtreden. Er geldt dan: n; < g;

Als er n; fermionen zijn om een energieniveau W; te vullen, dan kan het 1-ste fermion in elk
van de g; beschikbare toestanden geplaatst worden, het 2-de fermion in elk van de g; — 1
resterende toestanden, enz. Het totale aantal verschillende manieren om n; fermionen over de
g; toestanden met energie W; te verdelen is dan: ¢;(¢;—1)(g:—2) ... (gi—ni+1) = g:!/(gi—n;)!
Daar de deeltjes ononderscheidbaar zijn, moet dit gedeeld worden door n;! —

Het totaal aantal verschillende manieren om de verdeling ni,ns, ns, ... te verkrijgen is dan
gelijk aan ht produkt van gelijksoortige uitdrukkingen voor elk energieniveau:

_Hn,g )l —InP = Z{gzlngz—mlnm (9 —ni) In(g; —ny)}
(3

Analoog aan de Maxwell- Boltzmann verdeling geldt dat de meest waarschijnlijke verdeling
volgt uit: dln P =0 — > {Ing; — In(g; — n;)}dn; =0
i

Met de nevenvoorwaarden Y dn; = 0 en Y W;dn; = 0 en de multiplicatorenmethode van
i i

Lagrange volgt dan:
Y{lnn; —In(g; — ni) + a4+ W;tdn; =0 — Inn; —In(g; — n;) + o+ fW; =0 —

i
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ni/9;
Verdelingswet van Fermi-Dirac: i

lageT
- 9i
b eatBWi 4
oge T
Stel: kT' =1/ AWy = —akT — :

) W, W,
Gi
= W, —W)/kT
A +1

T-0 oo voor W; —W; >0 d

h
In de Maxwell-Boltzmann statistiek bevinden alle  JW
deeltjes bij T=0 zich in het laagste energieniveau. In Ts
de Fermi-Dirac statistiek wordt dit verhinderd door geT

het Pauliprincipe: de deeltjes bezetten alle beschik-
bare energieniveaus tot Wy. Wyis dus de max. ener-
gie van de fermionen en heet de Fermi-energie. De hoge T
temperatuur ©; waarvoor geldt dat k©y = Wy heet ;

. 0 W W"
de Fermitemperatuur. )

Daar het energiespectrum van elektronen in de geleidingsband van een metaal vrijwel continu

is, geldt: g; = g(W)dW. Het aantal elektronen dn met energie tusssen W en W + dW is
3y1/2

e(Wg_(VIZ ))/Cg; ¢ tevens geldtz g(W)dW = 2.WWV%W

(De factor 2 komt van de 2 mogelijke spinrichtingen.)

Het aantal vrije elektronen per eenheid van energie-interval (elektronengas) ofwel de ener-

gieverdeling van vrije fermionen i.h.a. is dan:

dan: dn =

dn 87V (2m?)!/2 wl/2
dW - h3 6(W—Wf)/k‘T + 1
Voor T =0 VOlgt Wf uit: 87_[_‘/(27”3)1/2O/dTL = b/ w adw —

h? (3N\%/3
Wf»TOZ(w)

Voor de totale energie van een verzameling van N fermionen met 7' = 0 geldt:

Wy
dn 8TV (2m?)1/2 2/ 167V (2m3)2 59
0

Ufrmo = SNWy
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Bosonen zijn deeltjes die niet aan het Pauliprincipe voldoen en waarbij de golffunctie van
het gehele stelsel symmetrisch is. Tevens hebben ze en heeltallig spin.

Voor het aantal verschillende manieren waarop n,; deeltjes over de g; toestanden die bij
energieniveau W; horen verdeeld kunnen worden geldt nu geen beperking m.b.t. het aantal
deeltjes in een bepaalde toestand g;; n; deeltjes kunnen dan over g; — 1 toestanden worden
verdeeld. Het totaal aantal mogelijke verdelingen is dan (n;+g¢g;—1)!. Daar de deeltjes identiek

en ononderscheidbaar zijn moet dit door n;! gedeeld worden en, daar de volgorde van de g;’s

g — 1)
niet van belang is m.b.t. de verdeling, ook nog door (g; — 1)! — P = H W
; n;:(g; — .

1

P =3%{(ni+g —1)In(n;+g; —1) —n;lnn; — (g; — 1) In(g; — 1)}

De meeszt waarschijnlijke verdeling volgt weer uit dln P =0 —

>{-In(n; +gi — 1) +Inn;}dn; =0

1\l/Iet de nevenvoorwaarden Zdni =0 en Z Widn; = 0 en de multiplicatorenmethode van
Lagrange volgt dan: 3 {— lnz(ni +gi—1) +Zln n; +a+ fW;tdn; =0

Daar (n; +gi) > 1 is Zdit te schrijven als: —In(n; + ¢g;) + Inn; + a+ W; =0 —

ng

Verdelingswet van Bose-Einstein: g ||

!!

_ 9i

(e | lage T
Stel: kT'=1/8 —
o 9i hoge T
= e (Wi kD) _
0 W;

Daar n; > 0, is a > 0.

De straling van een zwart lichaam gedraagt zich als een fotonengas dat de Bose-Einstein
statistiek volgt. Echter, het aantal fotonen is t.g.v. absorptie en emissie niet constant; de

nevenvoorwaarde Y dn; = 0 geldt hier dus niet, waardoor de a-parameter vervalt —
i

o Gi
i = Wi RT _q
Als het fotonenenergiespectrum bij benadering als continu wordt genomen, dan kan g; ver-
_g(W)dw
vangen worden door g(W)dW — dn = WRT 1

Daar Wy o = hv is g(v)dv = g(W)dW, waarbij g(v)dv het aantal trillingswijzen dv is dat
met dW correspondeert Voor transversale golven in een volume V' geldt dan:
8tV v2dy
c3 ehv/kT _ q
De energie per volume-eenheid van dn fotonen tussen v en v + dv is hv/V —
hv dn

vV  dv
Stralingswet van Planck:

8V
g(v|dv = :—31/2d1/ —dn =

energiedichtheid w(v)
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In een vaste stof kunnen longitudinale en transversale golven optreden. Het aantal verschil-

lende trillingswijzen g(v) tussen v en v + dv komt in veel gevallen bij benadering overeen

872/ v2dy

t

met dat van staande golven in een holte — ¢;(v)dv =

47V
%ﬂdy —

Daar longitudinale golven 1 i.p.v. 2 vrijheidsgraden hebben, geldt: g;(v)dv =
Yl

1 1
g(v)dv =47V <3 + 3> v2dy

vp v
Als een vaste stof uit IV atomen bestaat, dan is het totaal aantal onafhankelijke trillingswijzen
Vo
1 1 1 9N
3N = 3N =4V | 5 + / Vv =37V | 5+ 5 | v = g(w)dv = —v2dv
v v )y v} Ut Yo
De trillingen in een vaste stof zijn gequantiseerd in de vorm van fononen met energie hv en
volgen de Bose-Einstein statistiek. Daar hun aantal niet constant is, is « nu —

d N 24 7 N T d
dn:WW:%_H%U:/mdnJ/”%

ehv/KT _q V3 ehv/FT — 1 A
9N 7 h? 7 vie /KT gy,
Co = vekT? / (ehv/kT —1)2
0
De Debijetemperatuur ©p wordt gedefinieerd als:
hu
Op="F
©p/T
T\? rietdx e
stela:——>C—9R(6D) 0/ (e 1)2,T<<@D:>?D%oo%
TN\3 T zte®dr T \? 4rt
C, =9R [ &5 =R () T
! <@D> / (e® —1)2 Op 15
T 3
Cor<ep = %W4R (@[))
©p/T ©p/T ©p/T
oo 7 wlevdz 7 Pltate) 7 y 1(6)D>3_>
—_— = x = xde = 5 | —
b —1)2 (I+az+---—1)2 s\
0 0
Wet van Dulong-Petit:
’Cv,T>>9D = 33‘

Voor een ideaal gas dat de Bose-Einstein statistie volgt, geldt:
p 4rV (2m*)V2 w2aw
n= e " eat(W/KT) _ |

1/2 T 12
Substitutie van x = — en Z = M geeft: N = / dx
o

kT h3 extr — 1
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(e}
27 Y

N = N 2 2e (e + e 4 ) da ﬁe_a{%ﬁ+ (%)5/2ﬁe_a +--}e
0
1 N 1 !
N=Ze® <1+23/26a+-~> ‘ a>0—>e°‘:Z<1+23/26a+-~> =

_N(,, 1N
7\ tep gt
7 T dn 0ZkT T 232da
U= [ Wdn= | Wilaw =
0/ " 0/ dW vr e

2ZKT |
U= T J 2?2 (e 47 4 Y dr &
27kT _, o —a LR
U= N CBvr+ (32 3yme @+ ...} = 3kT Ze (1+25/2e +---><:>
1 N
_ 3
2h2
Voor een ideaal gas in een kubus met V = a® geldt: W; = 7r7(71% +n3 +n3) —
)1 2mV2/3
p=—(5v),= gy TS e (TR =50 T
_w
P73y

Voor de druk van een ideaal Bose-Einstein gas volgt hieruit:

kKNT 1 N
p— BT ( )

v " 22 7

De druk is dus kleiner dan die van een klassiek ideaal gas; dit heet gasdegeneratie. Voor
de meeste gassen bij normale druk en temperatuur is N/Z ~ 1075.

Een Fermi-Dirac gas heeft, i.t.t. een gas dat de Maxwell-Boltzmann - of Bose-Einstein
statistiek volgt, een nulpuntsdruk die niet-nul is. Dit komt doordat fermionen bij het

absolute nulpunt een nulpuntsenergie bezitten van U = %N Wy —

Wy a2 Wr

_ 3
pfvTZO__EN ov b 3.V

_ 2NWy
Pfr=0 = %

Voor een ideaal gas dat de Fermi-Dirac statistiek volgt kan a pos. of neg. zijn. Voor

a>0=T>1 geldt:
ENT ] 1 N
p:? +W'?_"'

2NW; ), |, 5m (kT t
P="5v 12 \w;
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Voor a < 0 =T <« 1 geldt:




De 3 statistieken kunnen geschreven worden als:

i + 5 = @t (Wi/kT)
n;

Hierin is § = 0 voor de Maxwell-Boltzmann statistiek, § = —1 voor de Fermi-Dirac statistiek
en 0 = 1 voor de Bose-Einstein statistiek. Voor n; < g; zijn de statistieken vrijwel identiek.
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Elektrodynamica

De elektrische ladingsdichtheid p(t, Z) wordt gedefinieerd als:

p(t,7) = —en(t, )]

Hierin is e &~ 1,60.107! Coulomb en n(t, ) het aantal elektronen per volume eenheid op
tijdstip ¢.
De elektrische stroomdichtheid j(t, ) wordt gedefinieerd als:

j(t, f) = p(t, f)ﬁ'(t, f)

ff [V-jdV = ff J-dS = ff dSh - j = hoeveelheid lading die per sec. door dS naar buiten

stroomt, ofwel: ——///pdV— ///8pdv

Uit de wet vn behoud van lading volgt dan: ///V Jdv = /// (9Pdv N

Continuiteitsvergelijking:

Vig+—=0

ot

Voor de elektrische kracht F van een puntlading ¢’ in O op een puntlading ¢ op afstand r
geldt de Wet van Coulomb:

F=qq—

Alle grootheden zijn in CGS eenheden uitgedrukt, d.w.z. 1 dyne (1 esu)?/(1cm)? = 107°N,
en 3.10%sus 1C.

De elektrische lading ¢ is gequantisseerd:

’q:ne|n€Z‘

Het elektrische veld E(r) van een puntlading ¢’ in O op afstand r wordt gedefinieerd als:

Als ¢’ zich in punt Z bevindt, dan geldt voor het elektrisch veld in punt &:

= r—a
E@) =q¢d——_
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Elektrische velden voldoen aan het lineaire superpositieprincipe, d.w.z. voor het elektrische

veld van een aantal puntladingen ¢i,qs, ... op posities T, Zo, ... geldt:
= T —Z;
E(r) = E j J
() ; 4qj 17— ;P

| -
=

Als S een gesloten oppervlak is rond een puntlading ¢’ in O, 7w 1. S en 7 radiaal van ¢’ af
gericht, met /(n, 7’ = 0, dan geldt:

//EdS // L hdS = // ’Coseds//qd(z—zmq

Algemeen geldt voor een gesloten oppervlak dat een aantal ladingen ¢, go,... = @ omvat
met een totaal elektrisch veld £ de Wet van Gauss:

!/E-dS:zle

ffE ds = fffV EdV—47rQ—47Tfffp )V —

V-E:4ﬂp

=
(VX E), = {V X < M)} = 0; analoog geldt: (V x E), =(Vx E), =0

Z T
Daar een willekeurige ladingsverdeling op te vatten is als een verzameling puntladingen, geldt
voor statische ladingsverdelingen:

VxE=0
[[VXE-sS=¢E-dl - VXxE=0—§E-dl=0—
5 c c

Het elektrostatische veld is conservatief. E(a‘c’) kan dus geschreven worden als de gradiént
van een scalaire functie, de elektrostatische potentiaal ®:

Hieruit volgt voor ®:

Hierbij geldt ®(Zy) = 0; & wordt uitgedrukt in statvolt, met 1 statvolt = 1 erg/1 esu ~ 300
volt. Voor de potentiaal van een puntlading in Z geldt dan:

/

q

MO E-a
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g _d
Als ¢’ in O is, dan geldt: ®(Z) = 5 ==
T r

Voor een ladingsverdeling p(Z) geldt:

(@) :/ / / \fp(—fjﬂdvl
2

Voor de potentiéle energie U (%) van een puntlading ¢ in een gegeven elektrisch veld E geldt:

U(@) = q®(@)|

V-E=dnp& V.- (-V®) = drp —

Vergelijking van Poisson:

V2® (%) = —dmp(T)

Voor p(Z) = 0 volgt hieruit de Vergelijking van Laplace:

V20(%) =0

Een elektrische dipool bestaat uit 2 tegengestelde ladingen +q op kleine afstand b van
elkaar. Als ze op de Z-as liggen (z = £3b), dan is de potentiaal in Z: () = (q/r1) — (q/r2),
met r1 de afstand van ¢ tot & en r9 van —q tot Z.

R 1 1 b 1 1 b
b dO,Z) =r== o ~ ;+2—742€os9/\g R ;—27“20089 ’ [(Z-as,T) =6 —

B(r, 0) ~ qbcos

2
,
Het dipoolmoment p wordt gedefinieerd als:

p=qb

Hieruit volgt voor ®(r,theta):

0
o(r,0) ~ 252

r2

Voor de kracht F die een willekeurig (inhomogeen) elektrisch veld op een in het veld ge-
plaatste “starre” elektrische dipool +¢q(b) op afstand & van O gelegen, uitoefent, geldt:

F=(7-V)E@@) = V[j- E(7)]

Hierin is p'= qg, gericht van —¢ naar ¢.
De potentiéle energie van de dipool is dan:

U=—p E)

U= —pEcosa — dU/doa = pEsina = p x E —

?:ﬁxﬁ
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Het uitwendige elektrische veld oefent dus een translatie- en een rotatiekracht op de dipool
uit.
Een puntlading ¢ op de Z-as op afstand &’ = r van O schept in een punt Z = r een potentiaal

q q =
van: ®(r,theta) = —— = ‘ [T, =0
( ) |7 — 2| Vr2 4+ 12 — 2rr' cos 0

1 oo
Stel: = At + BrHP(cos); v > ' = A; = 0 (het rechterlid
V12 + 12 = 2rr' cos 0 g( : ! gl ) ! (

moet naar nul naderen voor r — 00)

Stel f=1-P1)=1— 1 L 1+r/+(r’)2+ iBl —
el: cosf = = == _ _ R el
! r—r r r r pl+1

=0
by = (7’/)[ —

Multipool expansie:

! 2 2
q qr qr’* 3cos* 0 —1
Br0) =241 cos0 oS VT 2
(r,0) r+r2008 +r3 5

Hierin is ¢r’ en ¢r'?> het dipoolmoment resp. quadrupoolmoment van de puntlading .
Als ¢ zich bevindt in een punt @ dat niet op de Z-as ligt, dan geldt: cosf = @ - Z/rr’ —

= = q 1 = 2 12,2
@ — —_ . —_ . = . — “ e
(2) = —|— 3 T+ = 5[3(@ - 2)7 —rr +

Voor een ladingsverdeling p(Z) (met & > 27, & bu1ten p) geldt:

oo Tt [T S 3] e v
azsz:jfpdV’Ap g pav

De quadrupoolmomenttensor Q% wordt gedefinieerd als:

Qi = ///(Sx/ix/j 52 p() AV
V/

Substitutie in ®(Z) geeft:

7.5 1 3. . .
@(f):%—i—ip t5 3> 2l QY +

i=17=1

Als r — oo, dan wordt ®(Z) ~ Q/r.

Een diélectricum is een stof die, geplaatst in een elektrisch veld, een polarisatie verkrijgt
t.g.v. een verplaatsing van de gebonden ladingen t.o.v. elkaar. Er ontstaat op die manier
een geinduceerd dipoolmoment in de atomen.

Als p het gemiddelde dipoolmoment van een atoom of molecuul is in de richting van een
uitwendig elektrisch veld en N het aantal atomen danwel moleculen per m?, dan wordt de
polarisatie P gedefinieerd als:

ﬁ:nﬁ
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Voor een elektrische dipool is Q@ = 0 A QY = 0; verwaarlozing van de hogere orde dipolen
— . — — _ —/ 1

geeft een zuivere dipool: ®(¥) = e (_x, f ) p=p- V’i
B g F— 7

Potentiaal van een aantal dipolen in een volome V' van een diélectricum is dan:

///ﬁ(f)-v' v’

Als er over het diélectricum tevens een hoeveelheld vrije lading pf(Z) is Verdeeld dan geldt

voor de totale potentiaal: ®(Z ///| _,,’dV/-l-///P 7).V ,|dV’

De 2-de integraal is te schrijven als: ///V' c——dV' — ///ﬁvl . BaV’
|7 — w’! |7 — 7|
%44 \%4

Toepassing van het theorema van Gauss op de eerste integraal en substitutie in (&) geeft

~»

o 24 ///rpfwdw*//v 7 /// "

De polarisatie ladingsdichtheid p,(Z") wordt gedefinieerd als:

pp(&) = V' - P(@)

De polarisatie oppervlakte ladingsdichtheid o, (Z’) wordt gedefinieerd als:

op() = P(¥) -

®(Z) is dus de som van 1 potentiaal t.g.v. vrije lading en 2 potentialen t.g.v. gebonden

:B / / / / // S, / / / - /

V-E:4w(pf+pp):47T(pf—V-]3)—>V-(E_)+47r]3):47rpf

De elektrische verplaatsing D wordt gedefinieerd als:

D=E+4rnP

Hieruit volgt voor de Wet van Gauss in een diélectricum:

V-ﬁ:4wpf

Dit is in integraalvorm te schrijven als:

/ D - d§ = 4rQ;
S

Voor veel stoffen geldt: PxE —




Hierin is x de elektrische susceptibiliteit; diélectrica waarvoor geldt PxE zijn lineair
en isotroop.
Er geldt dan: D = E + 4wy E, ofwel:

D= (1+4ry)E

De diélectrische constante ¢ van een stof wordt gedefinieerd als:

e=1+4+4my

Hieruit volgt:

D=cE

Voor de potentiéle energie van een aantal puntladingen qi,qs, ..., g, in &1, T, -, &, geldt
dat fdeze gelijk is aan de som van alle wederzijdse potentiéle energieén g;q;/|Z; — ;| voor
alle mogelijke paren ¢; en ¢;:

( %) geldt analoog:

p(x
oo [ []]] 5G] [ [
V-E:47rp—>U:;/‘//Mv-Eq)dvz;T/V//{v-(ﬁ@)—E.V@}dv@
_;TZ/(EQ)-ngr;W/V//E-EdV

Daar velden zich i.h.a. tot in het oneindige uitstrekken, ligt het oppervlak S in het oneindige.
Daar E o< 772, ® oc 771, en S o< 2, gaat de integraal naar nul als r — co; hieruit volgt voor

de energie van het elektrische veld:
1
=_— E*dV
8w / / /
1%

De energiedichtheid 7% van het elektrisch veld wordt gedefinieerd als:

Voor een ladlngsverdehng

E2

TOO _
8

Voor het elektrische veld van een bol met straa R en lading () uniform over het volume

verdeeld geldt: Eysp = Q- A Breg = Qor —
> . <
1 2,242 242
e g [ [ [ G [ | [ S
8 r
14 14
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1 R27r7rQ2r4 R
b= g [ [ [ st | |
0 0O 00

T N2
/ Q— sin 9d0d¢d’r} —
0

Het totale elektrische veld van een puntlading ¢ in O en ¢ in 7’ id gelijk aan de som van de

1= A
afzonderlijke velden: E(Z) = |qa|r:3 + q|_(,$_f3) —
-7

- L[| [ | ]

De 1-ste en 2-de term is de zelfenergle van q resp. ¢':
R 21 w

U.,g= 3r ///—sm@dﬁakbdr—f dr:oo
i

De zelfenergie van een puntlading is dus oneindig. Daar deze echter constant is, is U te
schrijven als:

/ .o (7 7 / 1 1
47 |Z3|Z — 23 4 J |7 % — 2
///( 1) Ema ™ O
|Z|) |7 = &

1 1
x;é():>V2 =00 —— ~ — constant —
|Z| ERr It

/
v=-1. ,|///vv AV +C=— E ’!//VI“’I ds = m+c

De potentiéle energie tussen de ladingen is dus de veldenergie.

Om een ladingsverdeling p¢(Z) op een di€lectricum te plaatsen is een hoeveelheid arbeid
nodig van: 6W = [ [ [dps(&)®(Z)dV = (4n)~' [ [ [ E-6DdV (3o;(Z) =V - 6D /4n)
v v

ExD=E-6D=2L(E-D)—W=@8r)"'[[[E - DdV —
1%

Energie in een lineair diélectricum:

—1///E-ﬁdv
8
1%

Hieruit volgt voor de energiedichtheid u in een lineair diélectricum:

E-D

_ 1
87
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De capaciteit C van een condensator wordt gedefinieerd als:

~Q
“=3

C wordt uitgedrukt in cm in CGS-eenheden en in farad in SI-eenheden.

Uit de lengtecontractieformule volgt dat het volume waarin zich een aantal deeltjes bevindt
kleiner is als dit beweegt dan wanneer het in rust is. De dichtheid van het bewegende volume
is dus groter dan in rust:

S | N | N S SO
1—(v?/c?) 1—(v?/c?) 1—(v?/c?)

De stroomviervector j* wordt gedefinieerd als:

j“ = (vajmyjy7jz>

Dit is equivalent met: j* = gng <C Uw%l)z) ’ v=4/1—(v?¥/c?) —

Yoy vy

De continuiteitsvergelijking is dan te schrijven als:

Om het effect van bewegende elektriscxhe ladingen in rekening te brengen, d.w.z. als ; #0,
moet de Poissonvergelijking van de elektrostatica V2® = —4np, zo worden aangepast dat:
1. aan het relativiteitsprincipe voldaan wordt. 2. p en ® van de tijd kunnen afhangen. 3.
als p en @ tijdonafhankelijk zijn, de Poissonvergelijking weer geldt.

Vervanging van —V? door 9,0" en p door j°/c geeft 8,0'® = (47 /c);°.

Daar het rechterlid dee tijdcomponent van een viervector is, moet het linkerlid dat ook zijn,
d.w.z. ® is de tijdcomponent van de viervectorpotentiaal A”:

AV = (A% AL, A% A3) = (9, Ay, Ay, As)

De ruimtecomponenten A= (Az, Ay, A;) vormen de vectorpotentiaal.

De relativistische “Poissonvergelijking” die invariant is onder een Lorentztransformatie wordt
dan:

4
A" = ="

In deze golfvergelijking treedt j” op als bron van golven.

0,0,0"AY = (41t/c)0,j" — 0,0M(0,AY) = 0 & 0,0V = 0 — In deze golfvergelijking zijn
de “U”-golven dus onafhankelijk van p en j en treden dus niet in wisselwerking met geladen
deeltjes - ¥ = 0 — Lorentzvoorwaarde:

Dit is de relativistische veralgemenisering van de voorwaarde in de elektrostatica dat ®
onafhankelijk van ¢ is: 0®/9t =0
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Een equivalente relativistisch invariante vergelijking voor A" is:

14 14 47r -V
O A” = 0" =

Hieruit volgt: 9,010, A" —0,0"0, A" = (41 /¢)0,j" =0 < (47 /c)0,5" = 0 & 0,5” = 0, zoals
vereist is.

Daar in de elektrostatica geldt dat E= —V®, is dit te schrijven als:

E'=0'A°ANE? =0?A°NE? = 93A°

E', E? en E3 zijn dus de componenten van de tensor O*AY; in geval van elektrostatische

velden geldt dus: F* = F*0 = 9*A% m.a.w. E* is een deel van de zgn. veldtensor F*”,

die antisymmetrisch is: F* = —F"YF,

De kracht op een bewegende lading t.g.v. een ladings- en stroomverdeling, gemeten in het
d 1k

ruststelsel S van het deeltje, is: P _ ¢E"™; daarin S =0, is dt’ = dr —

1k dt’ -
d(]; _ qE" = gk
-
F'®0 zijn de componenten van F’*; de component F’% wordt dan gedefinieerd als:
dplo — qFloo
dTO 2 /
dp’ d(ecp) d moc mov 100 dp'* 140
= = — = =0—=>F"=0— —— =qF"*
ir ~ dr a0 1= (/@) !
. / dplu q / v
Daar in S geldt: p,, = (moc,0,0,0) — = —7p, " —
T mgc

Relativistische bewegingsvergelijking van een geladen deeltje in een elektromagnetisch veld:

dph
W' 4w
dr moc
Uitgaande van F*0 = gF A0 F# — _FVI en een lineaire uitdrukking van F* in AY, is het

enig mogelijke verband tussen F* en AY:

FHv— grAY — ¥ AW

In matrixvorm is dit te schrijven als:

0 VAL —91A0 9042 — 5240 5043 — 93 A0
L OTAY — 901 0 OTAZ — 9241 91 A3 —93AL
F= | 9240 _ 042 p241 — o142 0 9243 —3A2 | 7
O3AY — 9043 93AY —91A3 9342 — 9243 0
o P14 v 1 9A, 00 1 04
06 1 oA or ¢ Ot Oy ¢ Ot 09z ¢ Ot
Ja _%_C(‘?Xx 0 —(VXA)Z (VXA)y
- 1 9
0 1 0A,
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Uit E¥ = F* volgt hieruit voor E:

E:_v@_l.%
c Ot

Het magnetisch veld B wordt nu gedefinieerd als:

B=VxA

Substitutie in F'*¥ geeft:

0

E, 0 —B. B,
E, B. 0 -B,
E. -B, B, 0

FH =

Stel: 123 = 231 = 312 = 1 A 213 = 132 = 2321 — _1 en alle andere componenten nul —

Fmn — _gmnlBl

{ FkO :Ek

Het elektrische - en magnetische veld zijn dus verschillende componenten van de vierdimen-
sionale veldtensor. De CGS-eenheid van B is de gauss, die dimensioneel hetzelfde is als
statvolt/cm. In CGS-eenheden worden E en B dus in essentie dezelfde eenheden uitgedrukt
(i.t.t. SI-eenheden).

Onder een Lorentztransformatie worden E en B gemengd:

E_"/‘ = EH A E_"/‘ = ’Y[E_l + (U/c)xé]

B =By A Bj=~[By + (i/c)zE)|

Wat men waarneemt hangt dus van het coérdinatenstelsel af waarin men zich bevindt.

O FH = 9,01M AV — 9V 0, Al —

o T
N C

07OMAY — 970V A + OFOV A% — OFO7 AV 4+ 0V 07 AV — OV OH A% =0 —

8 FM 4 QFFY + 9" FF =0

De vergelijkingen voor het elektrische- en magnetische veld zijn uit de vergelijkingen voor de

veldtensor af te leiden:
4w o  OE*

0 _ _ o
O = J @W—lep—)V-E—élwp
At O(—E,) OB, O(-B,) 4r. L 47 1 OE
9 il — 21 o z x v, 25 s (V x B), = — S
K ¢’ 0x9 +6x2 + ox3 c e (VX B)q c]x+c ot

Analoog voor (V X é)y en (V x B),.
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a(_Bz)

PF2+O'FB 4+ ?F* =0 — ~Q(-B.)z' —Q(-B,)a* =0—-V-B=0

oz3
012 | Al 20 | A2 701 _ 1 0(=B.) 0(E,) O0(-E:) _
o°F +aF]+§;’0¢> = e -
T

Analoog voor (V x E), en (V x E),.

De Maxwellvergelijkingen voor het elektromagnetische veld zijn dus:

V-Ez47rp
V-B=0
, 1 0B
VxE=—--.—
X c Ot R
L. 4m- 1 OF
VxB=— -
% c‘7 c Ot

V-E=0
V-B=0
. 1 OB
VxE=—--."2
X c Ot
L, 1 OF
VxB=>-.—2
x c Ot
d 1
L= L P = L (P py PN o 24 o ) = L (po B .~ B.—p'B,)
T mopc mopc mocC

mopc moUy movy )
= =

@1-q( E, + B, + B,
dr  moc \ /1 — (v%/c?) V1= (v?/c?) V1= (v2/c?)

dpx v >
— = FE - x B
dtq<”cXL

Analoog voor dp,,/dt en dp,/dt —

dp A
—=1|E+—-xB
dt <+c>< >

Hierin is 7 = mo#/\/1 — (02/¢%); het rechterlid heet de Lorentzkracht Fj die op het geladen
deeltje werkt, waarbij deze loodrecht op B en ¥ staat:

De krachtdichtheid f wordt gedefinieerd als de totale kracht per volume-eenheid werkend
op een aantal geladen deeltjes met dichtheid n:

—

f:nﬁ

47



Hieruit volgt: f = nqE + nq(#/c) x B —

fzpﬁ—k%x

—

B

fo=f' = pE' + (7°B® = j°B?)/c = pF'0 + (
Fl =

M: fO — CleOz/jV N

_2F12

fr= EF“”J‘V
c
fH = c P (c/4T) 0o F), = (A7) " LFP O, FY), = (47) " HOu (FWFY,) —
0o FWFe, = 0°FM™F,, = OV FMF,, = OV FYPhar |, —
OoFMF®, = —JOMF"Foy = 3OMF"*F,q =

3 13
JRF) e
(F'jo + F2jy + F¥53) fe = (F'00 + FM"ji + F'2ja + F'3j3) e = ¢ FYj,

1
= E{aa(FWFaV) _

T0M(F"Fa)}

De energie-impulstensor T#% van het elektromagnetische veld wordt gedefinieerd als:

1
THe — E(FMQFQV _ inauFuﬁFuﬂ)
Hieruit volgt voor f*:
0
b _ o
/ 0z

De Maxwell spanningstensor 77" wordt nu gedefinieerd als:

O (FFYF<,}

F(OVFOH + 9OFH ) Fyy <
FOM(FYFyq) —

T = %{—EWE” — B™B" 4+ 35" (E* + B*)} | m,n=1,2,3
m
TH* is nu te schrijven als:
(1/8m)(E? + B?) (1/47)(E x B), (1/4m)(E x B), (1/47)(E x B).
po (1/471—)(E_: X Bi)x
(1/4m)(E x B), mn

(1/47)(E x B),

De T% (of T*0)-componenten vermenigvuldigd met ¢ vormen de zgn. Poyntingvector S

= C = —
S:EEXB
P aTma B aTmn 1o a1 9s™
B B o Ox ot
m 8Tm” 1 d o m
///f /// s ][]
m_ m de orm ., dG"
sutn = [ [ a8 [ ] [tar 16
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d
pm m - _ Tmn qQn
P rem == [ frmas

Als V alle velden omvat, dan zijn E en B nul op de rand, zodat (d/dt)(P™ + G™) = 0,
d.w.z. impulsverlies in de deeltjes (dP"/dt) wordt gecompenseerd door impulswinst in het
elektromagnetisch veld (dG™/dt) —

é:%///b?dvzi///ﬁxédv
c 4dme
v v

Hierin is (1/47c)(E x B) de impulsdichtheid van het elektromagnetische veld.
Als V niet alle velden omvat, dan is (d/dt)(P™ 4+ G™) # 0 — — [[T™"dS"™ is de impulstoe-
S

name in V' — T™"*dS™ is de hoeveelheid m-impuls die per sec. naar buiten stroomt door het
oppervlak dS™ — T™" is dus de flux van de m—component van de impuls in de n-richting.

o1 T 98 asn
coff =c ot Oxn /V/ /cf d

ox®

[ Jerr =22

Stel: U = / / / TOOdV—>Z(PO+U / Smds”

Als V alle velden omvat, dan geldt: (d/dt)(P°+ U) = 0 — U is de energie in het elektro-
magnetische veld: U = (4m)~! [ [ [ 1(E® + B*)dV —
1%

:;T/‘//(E2+B2)dv

De energiedichtheid 7% van het elektromagnetische veld is dan:

1
7% = 8—7T(E2 + BYHav

S™ds™ is dus de energle die per sec. naar buiten stroomt door een oppervlak ds"™ —
S = (¢/47)(E x B) is de energieflux in het elektromagnetische veld.
De componenten van T** zijn dus:

Tuo _ energiedichtheid (1/c)energieflux
| (1/c¢)energieflux impulsflux

(De componenten (1/c)x energieflux zijn equivalent met (¢)x impulsdichtheid.)

—

ﬁ Voo
Voor het magnetisch veld van een lading ¢’ met snelheid ¥ geldt: B = y— x E’, met
c
- z
El — /7
HEE
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als ¢ in O is, en O'(2’,y/, 2/, t') het ruststelsel van ¢’ (v, = 0).
VL e YRIND RTZ-Ut=0 -2y —

Een eenparig bewegende lading heeft als veldlijnen concentrische cirkels met de baan van de
lading, en waarvan de richting past bij de bewegingsrichting via de kurketrekkerregel.

Uit V-B=0 volgt dan dat magnetische veldlijnen altijd gesloten zijn, hetgeen betekent dat
er geen magnetische ladingen bestaan.

Voor de kracht die het magnetisch veld van ¢’ uitoefent op een lading ¢ die met snelheid @
beweegt, geldt:

—
—

u —
Fq’Opq = q; x B

Voor de stroomdichtheid in een materiaal geldt de Wet van Ohm:

—

j:aE

Hierin is ¢ de conductiviteit van het materiaal.

De resistentie p wordt gedefinieerd als het omgekeerde van de conductiviteit —

- E
J=—=
p
Hierbij hangen o en p af van het materiaal.
I leid t unif d de is j E AV%I AVA
n een geleider met uniforme doorsnede is j = — en £ = — = —
& 7T Al pAl
De weerstand R van een geleider wordt gedefinieerd als:
Al
R=p—
PA
Voor de stroomsterkte geldt dan:
AV
I=—
R

Voor een tijdsonafhankelijk magnetisch veld opgewekt door een constante stroom geldt:

1 OF
—. a— =0 — Wet van Ampeére:
c Ot

[[VxB-dS=(4x/c) [[]-dS —
S

S
- - 4 S
fﬂdl:%/ 743
C S
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2rrB = (4 /)] —

Bij een rechte stroomdraad zijn de magnetische veldlijnen concentrische cirkels —

B

21
stroomdraad — .
Ar B
Voor tijdsonafhankelijke velden geldt: V2S(&) = il J(@) — A(Z
c

SITIASE

—»

2
-
c |&— 2|

V/

dV'; daar V alleen op & werkt, is dit te schrijven als

~of [ [
I‘

/
7#‘3(1‘/

—r/‘

Voor een dunne stroomdraad is (

Wet van Biot-Savart

)/|Z — 7’| ~ constant —

|
Q %

= 0 — Er bestaat een functie ®,,(Z) zo, dat geldt
B(&) =

®,,(Z) heet de magnetische scalaire potentiaal; uit V - B = 0 volgt

—V®,,(7)

V2P, (%) =0
o 1 377
T>T = 55— ==

|7 — &3

~
~

1
5+

5 —

A 37
7 —{/3d:f’ +/
C T
l/

l/

1 33 -
i x| i x i~ [ =
T

De eerste term is nul voor een gesloten draad, en de laatste term
is te verwaarlozen. Het magnetisch veld van een magnetische
dipool is nu te schrijven als

I
(F) = 2—/92" w di’
C

l/




B(&) volgt ook uit B(Z) = —V®,,(Z) als ®,,(Z) van de vorm is:

m- T

O (7) =

r3

Voor het magnetisch dipoolmoment van een cirkelvormige stroomkring is de integraal 27 R? —

T R2I
c

Meirkel =

= dp v 5 dp L d mov L dv

EFE=0=+—=¢-xB=7 —=0&87— | —— | =027 —=0—
at 1 ” Ut v dt< 1— (v?/c?) Ut

2

v? is const.; dp/dt wordt dus alleen veroorzaakt door de verandering van de richting van de

snelheid — d— o dv

D
AN

De bewegingsvergelijking van een geladen deeltje in een magnetisch veld is dus:

dv q .
=t /1= 2 /,:2\77
pri—— (v2/c?)0 x B

De magnetische kracht van een uitwendig magnetisch veld op een draadstuk met stroom dgq
en snelheid @ is: dF = dq— xB—qudgtU xB:fdfxB:%F:f/dfxB
c c

Voor een gesloten stroomkring geldt: [dZ =0 — F=0
l

De stroomkring ondervindt echter wel een torsie: d7 = & x dE = (I /¢)& x (d x B) —

I -
?:—/:E’x(d:?xB)
C
l

B =constant = 7 = (I1/2¢) [(Z x d&) x B —
1

—

T=mxDB

Substitutie van de Wet van Biot-Savart in F' geeft de kracht tussen 2 stroomdraden:

L Ir T—
Fe //da:x(d ’x_ﬁ,ls)

Voor een magnetische monopool in O met magnetische lading g geldt:

Een totale symmetrie in de Maxwellvergelijkingen vereist een toevoeging van een magnetische
ladingsdichtheid p,, en magnetische stroomdichtheid j,, —
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V'E:47Tp A V-§:47rpm
V x E=—4n/¢)jm — (1/c)0B/dt N V x B = (47 /c)j + (1/¢)0E /ot

De vergelijkingen zijn nu invariant onder een zgn. dualiteitstransformatie, d.w.z.:

E—>B/\j—>]m/\p—>pm
B — E/\]m—> ]/\pm—> —P

Echter, integratie van V - B = 47 pm, over het volume van een bol met daarin een monopool

geeft: fffV-EdV:4ﬂg¢>ffg-d§:47rg<:>ffV></Y-d§:4ﬂ'g
Vv S S

Integratie over het boloppervlak minus een kleine cirkel met straal § geeft via de Wet van

Stokes:
[[VXxA-dS=[Adl -6 —0= [A-dl=0— [[VxA-dS—0+#4ng
S l l S

Om de contradictie te vermijden moet er op elk gesloten oppervlak rond de monopool min-
stens 1 punt zijn waar A(Z) een singulariteit heeft zo, dat geldt: § — 0= [A-dl = 4ng
l

De zo gevormde lijn singulariteiten heet een Diracsnaar.

Voor de impulsdichtheid van het elektromagnetische veld van een monopool in O en een
elektrische lading ¢ op de Z-as geldt: (E x B)/4nc 1 E en B; de impuls draait dus in cirkels

rond de Z-as. Voor het impulsmoment langs de Z-as geldt dan:

][ e ()= ] ] e s
e ) oo

Daar 7

b_ 9 g1 atan oy _L/// w0 (o
I _47rc///<E 7] |fy3E>dV_4m B 17 )V

|4

ﬁl

Z, en ¥ - & = |Z|? volgt hieruit:

Jz:fi///v.ﬁdvzfi. Wq:f@
4re 4re c

Tevens geldt: J, = inh | ne Z —

Dirac quantisatievoorwaarde:

%:%nfwnez

UxF— L 83 //VXE dS——f//— s < }[E-df: 1 d//é-d§
c Z c dt
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De magnetische flux ®5 wordt gedefinieerd als:

@Bz//éqﬁ

S

Hieruit volgt voor de elektromotorische kracht £ de Wet van Faraday:

1 d®p
c dt

Een tijdsathankelijk magnetisch veld induceert dus een elektrisch veld. Als [ samenvalt met
een geleider, geldt de Wet van Lenz:
De geinduceerde stroom wekt een magnetisch veld op waarvan de flux tegengesteld is aan de
oorspronkelijke verandering in de flux.

Daar B ~ j en het magnetisch veld van de afzonderlijke circuits voldoet aan het superposi-
tiebeginsel, geldt voor de magnetische flux in circuit n geinduceerd door de andere circuits:

(I)B,n =c % M1y

Hierin zijn de afzonderlijke M,,;’s de inductiecoéfficiénten waarvoor geldt: M, = Mg,

1 do dl
Voor starre, tijdsonafhankelijke circuits geldt: &, = —— - —Bn _ _ Z Mnk—k
c dt . dt

n = k = zelfinductiecoéfficiénten L,,:
Ln = Mnn

Voor de magnetische energie in het systeem van circuits geldt:

U=1iy % My I,
n

Voor 1 circuit geldt - met M, =L - :

_ 172
U=1r

Een LCR-stroomkring bestaat uit een in serie geschakelde wisselspanningsbron, spoel, con-
densator en weerstand. Daar volgens de regel van Kirchhoff de som van de elektromotorische

dI
krachten van de componenten nul is, volgt hieruit: LE + RI + % —Vocoswt =0 —

L—+R—+ = =—-wWysinwt

Het rechterlid is te schrijven als —iwV,e~™!; substitutie van I = Ae~"! geeft:

—wVy Vge_i‘*’t
A — I =
L —iwR+C T T Tl + R+ (iJwC)
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De impedantie Z wordt gedefinieerd als:

7
J =—iwL+ R+ —
wl + +wC

De fysische stroom is gelijk aan het reéle deel van I:

V, cos(wt — ¢)

1= L = ey

1 1
Hierin is tan ¢ = = < L— C’)
w

VB = 4”; iaE //VdeS— //] i+ 2+ //

De elektrische flux @5 wordt gedefinieerd als:

@E://E-d§
S

4 - 1 d(I)
Hieruit volgt: f B.di=" / / ds + £
c ) c dt

De verplaatsingsstroomdichtheid jD wordt gedefinieerd als:

=0 o

Substitutie in § B - dl geeft:
C

Nl

3= [ [
C

Dit is een generalisering van de Wet van Ampere, waarbij fD opgevat kan worden als de
voortzetting van de reéle stroom die als een bron van het magnetische veld werkt.

Analoog aan een elektrische dipool geldt voor de kracht die een magnetisch veld waarvan de
sterkte in de ruimte verandert (inhomogeen veld) op een gesloten stroomdraad uitoefent:

F = V[m - B(Z)]

Voor een continue verdeling van constante stromen binnen een begrensd volume gelden de-
zelfde formules met magnetisch moment:

1 5
m:%///ij(f')dv’
V/
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Atomen met een permanent magnetisch dipoolmoment worden door een uitwendig magne-
tisch veld t.g.v. de torsie gedraaid in de richting van het uitwendige veld, en wekken zo een
eigen magnetisch veld op dat het uitwendige veld versterkt. Bij paramagnetische stoffen is
deze toename klein, bij ferromagnetische stoffen zeer goot. Bij atomen zonder permanent
magnetisch dipoolmoment ontstaat een magnetisch veld t.g.v. geinduceerde dipoolmomen-
ten, die echter het uitwendige veld verzwakken; dit zijn de diamagnetische stoffen.

Als n het aantal atomen of moleculen per volume eenheid is en m het gemiddeld magnetisch
dipoolmoment per atoom, dan geldt, bij een aangelegd uitwendig magnetisch veld, voor het
magnetisch moment per volume eenheid, de magnetisatie M:

—

M =nm

Voor een enkele atomaire magnetische dipool in punt Z geldt voor de magnetische potentiaal:
m- (& —2) 1
M@ =T ERrd

1 1 1 1
BzV(ﬁ’L-V):ﬁiVQ —Vx(ﬁsz)z—VX(oﬁqu >—>
|& — 2| |& — 2| |& — 2| |2 — 2|

S 1
AZ) = — -
(%) mxv‘w 7

—

v’ —

Het dipoolmoment van een volume dV’ is M (&)dV' — dA(Z) = —M (&) x V

S e | ] [ e L
z \:L’—z |

_" / M ﬂl

- [ o [ [

Hier moet nog de vectorpotentiaal aan toegevoegd worden die hoort bij de stromen t.g.v. de

vrije ladingen van de stof: A (% = / / / dV’ —

|—» —»/|

\x—x

~ ][] [[ @ s+ ] [ [Tp2grar
|x—x’| |x—f’| |7 — 2|

Vergelijking van de 1-ste term met de 2-de en 3-de laat zien dat de gemagnetiseerde stof
reageert alsof het een oppervlakte stroomdichtheid heeft van ¢M(Z') x 7, en een volume
stroomdichtheid van ¢V’ x M (Z’), de zgn. magnetische stroomdichtheden:

()
= =

Im(T) =

(@ x
"% M(

>

||
<l ii
1)

8

)

Voor §e rotatie van een gemagnetiseerde stof gekit: .
VxB=Ar/c)(jr +jm) = (4r/c)jr + 47V x M < V x (B —4nM) = (47 /c)jr

Het magnetisch H-veld wordt nu gedefinieerd als:

—

H =18 —4nM
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Hieruit volgt:

- 47 -

H is het magnetische analogon van D. Voor lineaire, isotrope magnetische stoffen geldt:

M = xH

Hierin is y de magnetische susceptibiliteit; er geldt nu: B = H + 47M = (1+ dnx)H

De magnetische permittiviteit u wordt gedefinieerd als:

pw=1+4mx

Hieruit volgt:

—

B:,uﬁ

M = Xﬁ geldt voor paramagnetische stoffen (y > 0 A p > 1) en diamagnetische stoffen
(x <0 A p < 1), maar niet voor ferromagnetische stoffen, waarbin hysteresis optreedt,
d.w.z. het verloop van B hangt van de voorgeschiedenis van de stof af.

De magnetisatie in ferromagnetische stoffen is een gevolg van de spinmagnetische momenten
van elektronen, die ook zonder uitwendig magnetisch veld over kleine gebieden, de domei-
nen, parallel lopen. Het gemiddelde over grote schaal is nul, maar een uitwendig magnetisch
veld richt de domeinen, hetgeen tot een magnetisatie op grote schaal leidt. Bij de Curietem-
peratuur wordt de gerichtheid van de spins in de domeinen t.g.v. thermische verstoringen
verbroken.

jr=0=VxH=0-H=-V®y -V -B=V-(H+4rM) = -V?®y +47V-M =0 -
V20, = 47V - M

De virtuele magnetische pooldichtheid p); wordt gedefinieerd als:

py=-V-M

Hieruit volgt de Poissonvergelijking voor de magnetische potentiaal:

’VQ‘I)M = —47TpM‘

V' M(Z')
Hieruit volgt: ®5; = ///| dV/ /// dV/ //|_‘ x
7 _ 7

Hierbij is de volume-integraal exclusief de oppervlakte van de stof (i.v.m. de discontinuiteit
op het oppervlak) (M = 0 er buiten, niet-nul er binnen)).

Analoog aan de energie resp. energiedichtheid in een lineair diélectricum geldt voor de energie
resp. energiedichtheid in een lineaire magnetische stof:

:1///ﬁ-§dv ANu= Lfi B
8 8
1%
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Een oscillerende lading g produceert veranderende elektrische- en magnetische velden die zich
als bolgolven voortplanten. Op grote afstand van g zijn deze bij benadering vlakke golven.
In vacuiim geldt: 9,0"A” =0

Voor vlakke golven die in de richting van de Z-as lopen zijn de oplossingen van deze golfver-
gelijking van de vorm: A" = &”sin(wt — kz)

Hierin is k = 27w /A, w = 27w en €” een viervector met constante componenten.

Substitutie in 9,0"AY = 0 geeft: —e”(w?/c?)sin(wt — kz) + e"k?sin(wt — kz) = 0 —
k=+(w/c)lw >0

Voor de golf in de richting van de pos. Z-asisk >0 —>k=w/c 2 v=vA=w/k=c
Tevens moet aan de Lorentzvoorwaarde voldaan worden, substitutie van A" in 9, AY = 0
geeft: €%(w/c) cos(wt — kz) — e?kcos(wt —kz) =0 — ¥ =3 —

Slechts 3 van de 4 componenten van ¢ zijn onafhankelijk —

e¥ = 5(”1) + 5’(’2) + 5‘(’3) =(0,1,0,0) + (0,0,1,0) 4+ (1,0,0,1)

Stel: A¥ = A(0,1,0,0) sin(wt — kz) —

E,=FY =914 - 9°A! = —9°A! = —(Aw/c) cos(wt — kz)

B, =F13=0914% - 934" = 9;A' = —(Aw/c) cos(wt — kz)

E,=FE,=B,=B,=0

Stel: AY = A(0,0,1,0) sin(wt — kz) —

E,=F® =024 - 9°4% = -9 A% = —(Aw/c) cos(wt — kz)

e = F32 = 0342 — 0?43 = —03A% = (Aw/c) cos(wt — k2)

+=FE,=B,=DB,=0

Stel: A = A(1,0,0,1) sin(wt — kz) —

E,=FE,=E,=B,=B,=B,=0

De eerste 2 golven hebben elektrische- en magnetische velden die loodrecht op elkaar staan
en dezelfde amplitude hebben, en oscilleren in fase; de 3-de golf is een “spookgolf”, d.w.z.
een golf die geen energie of impuls heeft en dus geen fysische realiteit is.

De fysisch reéle golven stellen elektromagnetische golven voor met 2 onafhankelijke lineaire

polarisaties. Per definitie is het polarisatievlak het vlak van de elektrische veldvector.
Stel: By = —Aw/c —

&

5(1) = Eycos(wt — kz2)i = Ege tWi—k2)z
5(1) = Epcos(wt —kz)y = Egeiwi=kz)g
E(z) = FEycos(wt — kz)y = Eoe—i(wt—kz)g
5(2) =—Fycos(wt — kz)& =—Ege "@i=k2) ¢

Hierin zijn in de complexe schrijfwijze de reéle delen de fysische velden.

. 1 9B o 1 9 - = .1 O’E
VxE=—— 3Vx(VxE)=-—~---VxB&V(V-E)-VE=—— . —
. c Ot x (V< B) P T ( ) 2 ot?
Daar V- E = 0, volgt hieruit de golfvergelijking van het elektrisch veld in vacuiim:
. 1 O%E
V2E =5 - ==
2 o2

Analoog geldt voor de golfvergelijking van het magnetisch veld in vacuiim:

. 1 9°B
2

B=_—-."—

v c2  Ot?
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Voor een vlakke golf die niet in de richting van de Z-as loopt, is de golffunctie evenredig met
sin(wt — k - T).
Hierin is k de golfvector waarvoor geldt: k2 + k; + k2 = w?/c?

De golf viervector k* wordt nu gedefinieerd als:

w
kM — (kO,k:l,k:?,kS) _ <C,kx,ky,kz)

De golffunctie is nu te schrijven als:

AV = g¥sin(wt — kt'z),)

Substitutie van E(l) en é(l) in T% geeft de energiedichtheid van een vlakke golf:

1
7% = 4—E§ cos®(wt — kz2)
i

Substitutie van E(l) en é(l) in S geeft de energieflux van een vlakke golf:

S = %Eg cos®(wt — kz)2
™

Substitutie van E(l) en 5(1) in 733 geeft de impulsflux van een vlakke golf:

1
T3 = 4—E(2) cos?(wt — k2)
i

Voor de gemiddelde waarden volgen hieruit:

E2
TO:870/\S—87(2]2?/\T33:
s s

Ej
8w

Voor de impulsmomentdichtheid van een golfpakket geldt:

—

471rc”" X {E x (V x A)} = ix x {E"VA" — (E - V)A} -

netto impulsmoment: J = (4w¢)" Y[ [ [ Z x (E"VA™)dV — [ [ [Z x (E-V)AdV'}
1% 1%

x (E-V)A=VYE"Ex A) —&x AV-E+ Ax (E-V)i=V"(E"Ex A) -~ Ex A
fffV”(E”:E’ x A)dV = [[E"Z x Ads® = 0, daar E® = 0 in alle punten buiten het
S
golfpakket.

Het impulsmoment van een vlakke golf is nu te schrijven als:

f:;C{/‘//:Ex(E”VA")dVJr/‘//Ex/TdV}
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De 1-ste integraal stelt het baanimpulsmoment voor, de 2-de de spin, zijnde het impuls-
moment parallel of antiparallel aan de voortplantingsrichting van het golfpakket, en is een
gevolg van een circulaire energiestroom in het golfpakket.

In een niet-geleidend medium is de ladings- en stroomdichtheid van vrije ladingen nul maar,
als het medium polarisatie en magnetisatie vertoont, dan is er wel een ladings- en stroom-
dichtheid t.g.v. gebonden ladingen.

Voor de magnetisatiestroom geldt: fM = ¢V x M. Als de polarisastie inhomogeen is, dan
geldt voor de ladingsdichtheid van de gebonden ladingen: p, = — 2

Daar de polarisatie gedefinieerd wordt als het dipoolmoment per volume-eenheid, is ze gelijk
aan de som van alle dipoolmomenten van de gebonden ladingen in een volume AV:

5 _ Qixz qzvz

AV

Voor de polarisatiestroom jp geldt:

- 0P

o
dpp 0o 3 - _ 0P

Opp

atJrV

De Maxwellvergelijkingen in een medium zijn nu te schrijven als:

V.E =4n(pp — V- P)
V-B=0
- 1 0B
E=_--.-=
VX c Ot
L Ar (- OP\ 1 OE
B=— M - =
V x p (jF—l—CVX +8t>+c B

Daar D = E + 47P en H = B — 4xM zijn de Maxwellvergelijkingen ook te schrijven als:

v-5:47T,0F
V-B=0

, 1 0B
\V4 - _-.2=

% c Ot

. Adrs 1 0D
VxH=— - —
% ch c Ot




In een niet-geleidend medlum is pp = 0 en ] F=0; als het medium tevens lineair, isotroop
en homogeen is, dan geldt: D=cEenB= MH met € en p constant.
De Maxwellvergelijkingen zijn dan te schrijven als:

V-E=0

V.-B=0
q 1 OB
E=_--.22
VX c Ot
c Ot

Analoog aan de golfvergelijking in vacuiim geldt voor een niet-geleidend medium:

ﬂ 2E - 2B
VQEZE/.L 0 _ep 0

2 o2 T2 o2

De oplossingen zijn gelijk aan die voor het vacuiim, met alleen de magnetische velden ver-
menigvuldigd met een factor /epu.

In een geleidend medium wekt het elektrisch veld een geleidingsstroom op: jp = oE
De Maxwellvergelijkingen zijn nu te schrijven als (met pp = 0):

V-E=0
V-B=0
. 1 8B
VX E==0%
v)(g:zm—uﬂ ep OF
c c Ot

Voor een oscillerend elektrisch veld met een tijdafhankelijkheid van e~ geldt:

OF L . i OE Ly 4mio\ OF
—=—iwEk—-FEF=— - —— B==- —
ot~ oot TV (5 * ) ot
Deze vergelijking is identiek aan die voor een niet-geleidend medium als € vervangen wordt

door ¢ + (4mio /w).

W

Een versnelde pun tlading g veroorzaakt een verstoring in de (quasi) statische elektrische- en
magnetische velden van ¢q. Daar de velden trachten hun oorspronkelijke configuratie te her-
stellen, ontstaat er een bolvormige elektromagnetische golfpuls die zich met de lichtsnelheid
van q af beweegt.

In het gebied van de verstoring heeft het elektrisch veld een longitudinale (radiale) - en
een transversale (tangeltiéle) component. De 1-ste is het Coulombveld (oc 772), de 2-de het
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stralingsveld (oc r!). Daar de viervectorpotentiaal voor een willekeurige ladings- en stroom-
82

47
s 2 o =\ 0 — .
2 92 -V > ARt ©) = c jH(t, ), geldt dit ook voor een

verdeling gegeven wordt door (

puntlading.
De algemene oplossing van deze vergelijking heet de geretardeerde vierpotentiaal:

]u t—lx I|

=

De tijdvariabele ' = ¢t — (|7 — 2’| /c) heet de geretardeerde tijd, die eerder dan ¢ is met
een interval dat gelijk is aan de tijd die licht nodig heeft om van ' naar ¥ te reizen. De
potentiaal in Z op tijd ¢ wordt dus bepaald door de bijdragen van ladingen op tijd ¢’ < t.
Een puntlading kan benaderd worden door een kleine bolvormige lading waarval de straal
naar nul nadert. Voor de A’-component van A* geldt dan:

(t — o = 1
/// p(t = (|7 = &|/c), T) dV'; daar V' zeer klein is, is ———- ~ const. —

|7 — 2| |7 — 2|

L (-7 2

Een informatie-collectorschil is een mathematische bolschil met MP & die met de lichtsnelheid
naar & instort en & op tijd ¢ bereikt. Een punt /|7 < & wordt dan onderweg gepasseerd op
het geretardeerde tijdstip t' =t — (|Z — &'|)/c.

Als een bolschil in tijd dt een volume dV’ doorloopt, met boloppervlakte dS, dan geldt:
dV' = cdtdS. Als de snelheid van de ladingen in V' ¥ is, dan is de hoeveelheid lading die de
bolschil aan de binnenkant in dt verlaat pv - ndtdS. Hieruit volgt voor de nettolading dq die
door de bolschil omvat wordt in tijd dt: dq = pdV' — pv-ndtdS; hierin is 1 een eenheidsvector
gericht van # naar ¥ — dq = pdV' — pidV’ & pdV' = 7(1(] —

1— (v -n/c)

o(t, 7) = {{1 — (@ n(jC)}!fU - d

Analoog geldt voor de componenten A, A2 en A3 (met j = ¢7):

A'(t,f) E {{1 — @ zq/jlc)}p: - J

® en A heten de Liénard-Wiechert potentialen: alle variabelen binnen de vierkante haken
moeten berekend worden op het tijdstip ¢'.
Daar j# = qu* voor een puntlading, zijn de potentialen te schrijven als:

{1 = (0 -n/c)}|7 - 7|

De elektrische- en magnetische velden van een versnelde puntlading volgen nu uit

A7) = [
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De termen in E en B die omgekeerd evenredig zijn met |Z — #'| heten de stralingsvelden:

L g [Ax{(a— (/o) xa}
E 62[{1—(ﬁ-W/@}ﬂf-f|

B

q{ﬁx&%k—miﬁkﬂ+%ﬁxﬁxﬁde]

K {1-(n-7/0)}3F — &

E en B zijn dus evenredig met |@| en 1/|Z— 7|, en staan loodrecht op 7, en B staat loodrecht
op F:

B=[a]xE
o ) !/ 0
v<c:E—qr”y%aqﬁE—B—qum}’(mmzeﬁ
c? |7 — 2| 2 |7 -7

12 2
- c . q a“sin“ 0 |
S=—Fh=— | —"
4 [7] 4med [ 7 — n]
Als [|#—Z|?]dS2 de oppervlakte van een ruimtehoek df2 is, dan is de hoeveelheid uitgezonden
72
473

dpP
straling per eenheidsruimtehoek: 0= [|# —&|%)S = [a"? sin? 0] —

2 27 T
_ dP . B q> . 3
P—O/O/dQSlanOdQZ)—WO/O/sm 0dbdp —

Formule van Larmor:

9 2
= 25l
Voor de actie-integraal S van een vrij deeltje geldt dat deze invariant moet zijn onder een
Lorentztransformatie. Hieruit volgt dat S van een scalaire grootheid moet afhangen. Tevens
moet de integrand een 1-ste orde differentiaal zijn —

S=—aflds= [ Ldt

Hierin is « ee pos. constante die van het deeltje afhangt.

Substitutie van ds = cdt\/1 — (v?/c?) geeft: S = — ttf acy/1 — (v?/c?)dt

Hierin is L = —acy/1 — (v2/c?) ~ —ac + (av?/2c).

vLe=>L— %mv2; hieruit volgt, daar —ac een constante is en dus weggelaten kan worden:

tmv? = fav?/c = a = me —

b 02
S:fmc/als/\L:fmc2 17—2
a C

Experimenteel blijkt dat de eigenschappen van een deeltje m.b.t. de wisselwerking met
het elektromagnetische veld bepaald worden door de lading e van het deeltje, en die van
het veld door de vierpotentiaal A;. Deze gevel als bijdrage aan de actie-integraal de term
—(e/c) [ ; A;dx'. — Actie-integraal voor een geladen deeltje in een elektromagnetisch veld:

b e ,
S = / <—mcds — Aida:l>
a c
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De factor 1/c¢ dient voor rekenkundige redenen.

De vierpotentiaal is te schrijven als: A; = (¢, —/_f) —

Aida® = (¢, —A) - (cdt, di) = ¢edt — A - di = S = [P[—meds + (e/c)A - dF — epdl]
Substltutle van ds = cdty/1 — (v*/c?) en U = dr/dt geeft:

S = [2[—me2\/T = (W2]2) + (e/c)A - T — ed|dt

Hlerm is de integrand de Lagrangiaan voor een geladen deeltje in een elektromagnetisch veld:

U2
Ly =-—m 177+ Avfeqb

De gegeneraliseerde impult P van het deeltje volgt uit de afgeleide van Lgjs naar v:

OLlem _ 28( 1_112) ) ) -7 - muv T
c c2 c

ov ov (v2/02) 1—(v?/c?) ¢

—

P=p+4
C

De Hamiltoniaan voor een geladen deeltje in een elektromagnetisch veld volgt uit:

oL muv? e - v2 mc?

Hig = 0G5 =L = — s (0 At \/1————/1 __me
EM [ 8'(7 1_(02/02 CU C ’U+€¢ 1—(’1)2/62)+e¢
<HEM—6¢)2_ m2c?

c 11— (v?/e?) B 2 - N2
— (IM> =m?c® + (P—eA) —
c

2 2,2
(ﬁ_eg) __mivt
c 1—(v2/c?)

2
f[E1\4:\/T7”LQC4—|-C2 <P—€A> —|—€¢
C

. oL .
v<<c:>L:%mv2+EA-17—e¢—>a—:mv+§A—>HEM:%mv2+e¢
C (% C

Substitutie van @ = §/m = [P — (e/c)A]/m geeft:

1 Lo o\2
Hpy=—(P—-A) +ed | v<e
2m c

ZLVL = fvj- 7— eV

-

V(A7) = (ff )T+ (T-V)A+Tx (Vx A) + A x (V x 7); daar bij de differentiatie naar 7 ¢
v) =

(5-V)A+ 7% (V x A) — <5L> oL

constant gehouden wordt, volgt hieruit: V(/T 5
U

oF
is te schrijven als:
e,

i(p—l— A) i( T V)A+ 0 x (V x A) - eV

64



dA 94
Substitutie van P + (0 V)A geeft de bewegingsvergelijking van een geladen deeltje

in een elektromagnetisch veld:

dp e 8A
w__Z A
o T —eVo + vx(Vx 1)
De kracht op een deeltje bestaat uit 3 termen waarvan de 1-ste 2 - per eenheid van lading
1 04
- de elektrische veldsterkte E = —= "o T V¢ vormen, en de term tussen haakjes - per
c

eenheid van lading - de magnetische veldsterkte B =V x A vormt.
De vector- en scalarpotentiaal zijn niet éénduidig bepaald, daar de transformatie
= Ak T Ak

¢ kunnen dan ook geschreven worden als:

met f een willekeurige functie van (z,v, 2, t), E en B niet beinvloedt; Aen

A=A+Vf A ¢’:¢—1-g
c Ot

Dit volgt ook uit het feit dat E en B alleen afgeleiden van Aen ¢ bevatten. Alle vergelijkingen
van fysische betekenis moeten invariant zijn onder deze potentiaaltransformaties; dit heet
ijkinvariantie. Door de niet-éénduidigheid van A en ¢ kunnen ze zo gekozen worden dat
ze aan 1 nevenvoorwaarde moeten voldoen.

De bewegingsvergelijking van een geladen deeltje in een elektromagnetisch veld in 4 dimensies
volgt (ook) uit de variatie van de actie-integraal:

0S8 = 5];[—mcds —(e/c)Aidx] =0

Substitutie van ds = v/dz;dz’ in de integrand geeft:

—mads — gAZ-daci = —mcdxidx — EAidxi —
ds
dz; . e . e :
—mec 7 déz’ — fA ddzt — 7(5A drt = (mcuid&vl + EAZ-d(W + C5Az-dx’) —

mcf w;ddzt + (e/c) f A;ddzt + (e/c) f; SAdat =0 &

mc{[uzéx f 5m2dul} + (e/c) {[Aiéxi] - ff 5midAi} +e/c) f: §A;drt =0
Daar de cobrdinaten in a en b constant zijn, is [meu;6x® + (e/c)A;0z']% =0 —
f;[mcduidxi + (e/e)éxdA; — (e/c)d Aidz'] = 0

A; i
Substitutie van dA; = 9k dz® en §A; = Dk
b : A A
/ medu;0x" + ‘. 6—5 igg — £ 0 dmlch =0
@ c OxF ¢ OxF

Vermenigvuldiging van de 1-ste term in de integrand met ds/ds, verwisseling van de 3-de
term van de indices i en k en substitutie van dz’ = u'ds = da* = uFds geeft:

b . 4
/ (mcdul T +E 8Ak5 ‘ kds—g 04y kdsdx) =0
a

ds c Oz Oxt
b du; 0Ar  0A;\ il du; 0Ar  0A;\ &
/a[mcds— (856’ 8xk>u}5xd8_0_>mcds_(8xl 8xk)u =0—
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mds

e du’
ds

[ .
= *Flkuk
C

Voor de totale actie van een aantal deeltjes in een elektromagnetisch veld geldt:

S=S5 F+ Sm + Sm f

Hierin is Sy de actie van het veld zonder deeltjes, Sy, de actie van de deeltjes en S, de actie
van de wisselwerking tussen de deeltjes en het veld.

Daar voor een enkel vrij deeltje S = —mc [ a{’ ds, geldt voor een aantal deeltjes:
Sm=—Y.mc | ; ds
Daar voor 1 deeltje in een elektromagnetisch veld S = —(e/c) [ f Apdz® | geldt voor een aantal

deeltjes: Sy =—> (e/c) f; Apdax®

Hierin is elke term Aj dec potentiaal van het veld in dat punt van de ruimtetijd waar het
bijbehorende deeltje zich bevindt.

Daar voor het elektromagnetische veld het superpositiebeginsel geldt, moeten de veldverge-
lijkingen die het elektromagnetische veld beschrijven lineaire differentiaalvergelijkingen zijn.
Dit is alleen dan het geval alsin de integrand van Sy een kwadratische uitdrukking van het
veld staat. Daar de potentialen niet éénduidig bepaald zijn, kunnen deze niet in de integrand
voorkomen, zodat alleen de elektromagnetische veldtensor Fjj, overblijft. Omdat Sy een sca-
laire grootheid is, moet de integrand dus ook een scalar zijn, d.w.z. van de vorm Fj, F* —
S=afl [ FF*dvdt

Hierin is a een neg. constante (neg. daar Sy anders geen min. kan bezitten, hetgeen volgens
het principe van Hamilton vereist is) en strekt dV = daxdydz zich over de hele ruimte uit.
De waarde van a hangt af van de gebruikte eenheden voor het veld. In Gaussische eenheden
geldt: a = —1/167

Substitutie van dQ = cdtdV geeft dan: Sp = —(1/16mc) [ Fy F*d$)

Voor de totale actie van het elektromagnetische veld en de deeltjes geldt dus:

1 .

Hierbij hebben A en Fj. betrekking op het reéle veld, d.w.z. het uitwendige elektromagne-
tische veld plus het veld dat door de geladen deeltjes wordt voortgebracht.
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Quantum Mechanica

Thermische straling is straling door een lichaam uitgezonden dat in thermisch evenwicht
verkeert met zijn omgeving, d.w.z. de hoeveelheid uitgezonden straling per sec. is gelijk aan
de hoeveelheid geabsorbeerde straling per sec.

Een zwart lichaam is een lichaam dat alle opvallende energie absorbeert.

Postulaten van Planck:

1. Elk atoom van een zwart lichaam gedraagt zich als een harmonische oscillator met
frequentie v.

2. Elke oscillator emitteert of absorbeert een hoeveelheid energie die evenredig is met v,
ofwel de energie van een atomaire oscillator is gequantiseerd:

E=hv

De energieniveaus F,, van een harmonisch oscillator zijn dan gelijk aan:

’En:nhl/\nE]N‘

Hierin is h ~ 6,6.10734Js de constante van Planck.

Als w(v)dv de energiedichtheid van straling is met een frequentie tussen v en v + dv, dan is
w(v) de energiedichtheid per eenheid van frequentie-interval ofwel de monochromatische
energiedichtheid.

Voor de energiedichtheid van de straling van een zwart lichaam geldt nu de

Stralingswet van Planck:

_ 8mh? ‘ 1
) ehv/kT _ q w(w

w(v)

Uit w(A)d\ = —w(v)dv en v = % —dv = —%d)\ volgt:

8mhe 1
w(A) = N5 ghe/MT _q

he 8rkST" 0
M:)\kﬁ:x—)wo\): At er —1
De golflengte waarbij w(\) van een zwart

lichaam bij een gegeven 71" max. is volgt dat uit:
d
d—w:()—>e_m+0,2:v—1:0—>x%5,0—>

x

he
Mnazd = e b—

Verschuivingswet van Wien:

)\mamT =b
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Voor de totale energiedichtheid geldt: w = / w(v)dv =

&rh 70 v3dy

3 | ehw/KT _ 71

Substitutie van z = hw eeft: w = @ ( )47 zide _ 8rh (kT>4 14 —
YT g B J B h) 15

Wet van Stefan-Boltzmann:

_ 8okt
~ 15¢3h3

De emittantie F' van een zwart lichaam, zijnde de uitgezonden energie per m? en per sec.,

is dan:
Hierin is o = ca, met a = 875k*/15¢3h3.
v>> 1= Wk _ 1 g /KT

Stralingswet van Wien:

v< 1= e _ 1~ hw/kT —

Stralingswet van Rayleigh-Jeans:

8rkT1?

w(v) = 3

Foto-elektrisch effect: als ¢ de uittreedenergie van een elektron in een metaal is en £ = hv
de opvallende energie, dan geldt voor de kinetische energie T van het elektron:

Comptoneffect: als A de golflengte is van elektromagnetische straling die op een vrij elek-
tron valt en X de golflengte van de door het elektron verstrooide straling, dan geldt:

‘)\—)\':)\C(l—cosﬂ)‘

De golflengte van de verstrooide straling hangt dus af van de richting van de verstrooiing; A.
heet de Comptongolflengte voor elektronen waarvoor geldt:

Een foton is een deeltje met rustmassa mg = 0 en vormt het quantum van elektromagnetische
energie en impuls dat bij processen tussen elektromagnetische straling en geladen deeltjes
wordt uitgewisseld, en waarvoor geldt:

h
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De hoekfrequentie w, het golfgetal k& en de gereduceerde constante van Planck h
worden gedefinieers als resp. w = 27v, k =27n/A en h = h/27 —

E=hw A p=hk]

Aan elk elementair deeltje kan een veld worden gekoppeld met als eigenschappen:

)\:ﬁ N E=hv
p

Hierin heet A de De Brogliegolflengte.
Voor v < ¢ geldt:

h
A= —
muv

In de golfmechanica wordt aan een deeltje een abstracte (complexe) golffunctie ofwel
toestandsfunctie ¥ (x,y, z,t) toegekend die als een waarschijnlijkheidsamplitude kan wor-
den opgevat. De kans P om een deeltje in een volume-element dif = dxdydz rond punt
7 = (z,y, ) op tijd t aan te treffen wordt nu gedefinicerd als: P(7,t)d7 = |¥(7,t)|>dF

Hieruit volgt voor de kansdichtheid P(7,t): P(7,t) = |¥ (7, t)|> = U* (7, t)¥(F, t) —

///yqf(m) 245 —
J

¥ is dan kwadraat integreerbaar.

Normalisatievoorwaarde:

Superpositiebeginsel: als W1 en Uy 2 verschillende toestanden van een systeem beschrij-
ven, dan is ¢; W1 + c2 W9 ook een beschrijving van een mogelijke toestand van het systeem.

Aan een deeltje bewegend in de richting van de pos. X-as kan een vlakke golf worden
toegekend van de vorm W(z,t) = Aelko—wt) — Aeilpr=EO)/h  Dit deeltje heeft een exact

o0 oo
bepaalde impuls, maat is geheel gedelocaliseerd daar [ |¥(x,t)|?dz = |A|?> [ dz divergeert.
% -

oo
Om de positie van een deeltje in een bepaald gebied van de ruimte te beschrijven moet
een aantal (vlakke) golven met verschillende golfgetallen gesuperponeerd worden tot een
golfpakket (de impuls is dan niet meer exact bepaald):

W(a,t) = B0/ ) dp

F

Hierin is 1/v/27h een rekenfactor en ¢(p) de amplitude van de vlakke golf overeenkomend
met impuls p die een scherpe piek heeft rond p = pg, en voor p # pgy zeer snel nul wordst.

t= 0= (a) = (20h) 12 | eme/ng(p)dp

Stel: ¢(p) = (2wh)~Y2 [ e=®=/Py)(z)dx — 1) en ¢ zijn elkaars Fourier getransformeerde.
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De golffunctie in de impulsruimte ®(p,t) wordt nu gedefinieerd als:

d(p,t) = _W/h\IJ (z,t)dx

%ZT

Hierin is W(z,t) = (2nh)~Y2 [ eP*/"®(p, t)dp.

— 00

Analoog geldt voor de superpositie van vlakke golven W(7,¢)

R Y
\%

= A!@T=EN)/M iy 3 dimensies:

r=0= () = (2rh) 32 [ gfeiﬁ'f/%(mdﬁr o(p) = (2wh) =32 [ gfeiﬁf/h¢<ﬁdf

De 3-dimensionale golffunctie in de impulsruimte is nu:

o(.t) = 2em) 2 [ [ [ P odr
14

Hierin is W (7, t) = (2rh) =32 [ [ [P (P, t)dp
\%

oo L )
Uit W(a, 1) = (2rh) "2 | et=E0/hg(p)dp volgt: 2o —

R ot h

Daar E = p?/2m volgt hieruit voor een vrij deeltje de

1-dimensionale Schrédingervergelijking:

IR S
om 922 ot
L0 .0
in\Ifx — EV
2m

Analoog geldt voor U (7, t) = Ae!@T=ED/h yoor een vrij deeltje de

3-dimensionale Schrédingervergelijking;:

h2 ) ov

Substitutie van E en p door hun bijbehorende operatoren geeft:

1
5 P Uy = BV

m
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De kinetische energie operator T wordt gedefinieerd als:

2
T:_l
2m

~2
Stel: F(F,t) = ~VV(7, 1) = B = 5~ + V(F.1) =
m

%52 + V(7 t)| ¥ = EV —

Schrédingervergelijking voor een deeltje dat onder een potentiaal V(7,t) beweegt:

n?_, OV (7, )
0 POl o) = ipn Y
[ 2mV + V(T,t)] (7, t) = ih pr
De Hamiltonoperator H wordt gedefinieerd als:
[
H=——V'+V=T+4+YV
2m

De Schrodingervergelijking is dan te schrijven als:

oV (7, t)
ot

8\11 ov* . X :
5 ///P t)dr = ///[ 8t T ]7“, substitutie van 0¥ /9t en 9U* /0t uit de

Schrodmgervergehjkmg en zijn complex geconjugeerde geeft'

1 frir= ][Iyl [ fewion- s

De waarschijnlijkheidsstroomdichtheid ; (r,t) wordt gedefinieerd als:

HU(F,t) = ih

J(F 1) = o [0(VE) = (V)Y

Hieruit volgt: o / / / Pdr = / / / V- jdr = — / / ; dg; als V naar het oneindige
S

gaat, dan wordt S ook oneindig en nadert ¥ naar nul —

;/V//P(mdfz

De bijbehorende continuiteitsvergelijking is dus:

OP(7,t)
ot

Substitutie van O /0t en O¥* /0t uit HV = —h(0W /0t) en zijn complex geconjugeerde geeft:

;///Pdfz;///[W*(HW)—(H\IJ)*\I!]dfzoﬁ
\% \%4
///\I/*(H\If)df:///(H‘I/)*\I/dF
1% 14

71

+ V(7 t)=0




Operatoren die hier aan voldoen, zoals H, heten Hermitisch. De verwachtingswaarde
(A) van een dynamische variabele A(7, 7, t) wordt gedefinieerd als:

@@:///WW%M@—%V@MRWW
1%

Hierin is A(7, —ihV,t) een lineaire operator die op W(7,¢) werkt; als p = 0 dan komt de
werking van A(7,t) overeen met een vermenigvuldiging. Als ¥ niet genormeerd is, dan
moet het rechterlid gedeeld worden door [ [ [ W*WdF. Daar (a) reéel is, moet A(7, —ihV,t)

i
Hermitisch zijn en dus voldoen aan [ [ [W*AUdir = [ [ [(AP)T*F.
1% 1%

Substitutie in de Schrodingervergelijking en delen door o (7)f(t) geeft als linkerlid resp.
rechterlid een vergelijking in ¢ resp. 7, die gelijk moeten zijn aan een constante E:

f&) dt W(F) | 2m
Stel: ¢ =1—

i YO _ gy 1[—#vhwvﬂwm:E%f@:Cme

(7t) = (e P

De 2-de DV is een eigenwaarde vergelijking, zijnde de tijdonafhankelijke Schrédingervergelijking:
(H(7) = B ()|

Daar H hier onafhankelijk van t is, geldt tevens: HV = EV

E is de verwachtingswaarde van de totale energie in de toestand beschreven door ¥(7,t):

(E>:///\I/* <m§t> \IJdF:///\IJ*H\Ide:E
1% Vv

De waarden van E in HU = EV zijn dus de energie eigenwaarden behorende bij de energie
eigenfuncties ¥ (7) van H.

Daar P(7) = |¢(7)|? onafhankelijk van ¢ is (E is namelijk reéel), zijn de toestanden beschreven
door (7, t) stationaire toestanden.

Toestanden die beschreven worden door golffuncties die eindig zijn (d.w.z. nul worden in
het oneindige) en tevens continu zijn en een continue afgeleide hebben, komen overeen met
gebonden toestanden en bhoren bij discrete energietoestanden, de gebonden toestand
energieén. Toestanden waarbij de golffunctie in het oneindige eindig is komen overeen met
ongebonden toestanden die een continu energiespectrum vormen.

Stel: ¥ g en ¥ zijn 2 energie eigenfuncties die behoren bij de eigenwaarde E resp. E’, met
E # E' — Hiygp=FEyYg N HYp = E/¢E/

Vermenigvuldiging van de eerste vergelijking met 1%, en de complex geconjugeerde nemend
van de tweede en vermenigvuldigen met ¢ g, aftrekken en integreren geeft:

(E—FE') féf@D*EWEdF: f‘[fw*E,fth — (Hyp)*gldr =0 — f‘{fzb*E,wEdFdF: 0
Daar [ [ [¢}5Ypdif =1 zijn ¢ en ¢ dus orthonormaal:
\%4

///lﬁfE'(me(F)dF:%E'
v

72




Als de energie eigenwaarde gedegenereerd is en dus £ = E’, dan kan men steeds de eigen-
functies ¥, |r = 1,2, -, a behorende bij de gedegenereerde eigenwaarde F schrijven als een
verzameling van « lineaire combinaties die wel orthonormaal zijn:

/ / / iy (P, (F)dF = Sp g brs
14

Per definitie vormt het energiespectrum dat uit Hy = E volgt alle mogelijke energietoe-
standen van een systeem, d.w.z. de verzameling van energie eigenfuncties is compleet. De
lgemene oplossing van ih(0V/0t) = HV is dan te schrijven als som van de energie eigenfunc-
ties:

7t) =Y Ce(t)ys(r)
E

W is op te vatten als een “vector” waarvan de componenten langs de “basisvectoren” ¥ g de
coéfficienten Cg zijn. Deze laatste volgen uit:

f‘lf¢*E’(F)\I’(F’ t)dr' = %CE fff¢E/ )E(r)dr = ZCE( )ope = CE(t)

Substitutie van ¥ in de Schrodingervergelijking met V(7,t) = V() en vermenigvuldiging
met 93, (7) en integratie geeft:

atZCE )/ / [ U (A= Celo) | J Hs() 7))
=S RO f [ [ )e(ir

Dit is equivalent met ihdCg(t)/dt = ECEg(t) — Cg(t) = Ae —iEBt/h
Stel: t =ty — A = Cg(tg)e'P/M — Cr(t) = Cp(ty)e Flt—to)/h

(7 t) =Y Cp(to)e U0/ My ()
E

Substitutie van Cgy(t) geeft W(7,t) als ¥(7,to) bekend is:

- * ()W (o) drl e Et0)/ Py o (7)
= [ [ :

M: Cp = CE(to)eiEtO/h —

ZCEwE e Et=to)/h

Vermenigvuldiging van U(7,t) met ¥*(7,¢)|E = E’ en integratie geeft:
[ J U RO )dF = 55 e Cpe EEWM [ [ [ g (A () = 1
|4 EE v

> lesl® =
E
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Voor de verwachtingswaarde van de totale energie geldt nu:

(B) = [ [ [ (FO)HY(F,t)dF = 3 3 ¢y Cpe ™ E=ENN [ [ [y, (A Hp(F)di = 1 —
\%4 E E' \%4

(E) =) _lesl’E
E

De grootheid P(FE) = |cg|? is nu de kans dat een meting van de totale energie de warde E
geeft als deze niet-gedegenereerd is.

Voor een deeltj dat langs de X-as beweegt, met V = V(z), geldt:

[;i . 88;] \I’(ﬂj‘,t) = Zha\lfé.f,t) N \I’(J?,t) — ¢($)6_iEt/h _ ¢($>€_th

Hierin is 1(z) een oplossing van

h? d%y

"o gz V@) = EY

Stel: V(z) = Vo — F(z) = —dV(z)/dz = 0; dit komt overeen met een vrij deeltje, zodat

R? d?
Vo = 0 gesteld kan worden — —— - i = Ev
2m  dx?
2 d? . 4
Stel: k = ,/h—?E = d—;é’ k2 = 0 = b(z) = AethT 4 Be~ike

(z,t) = Aeilkr—wt) 4 pe-ilkztwt)

B=0= Y(x,t) = Aeilkz=wt). it is een vlakke lopende golf ofwel een trilling in de richting
van de pos. X-as met P = |A]? - Az = o0

A=0= U(z,t) = Be~"kr+w1): dit is een vlakke lopende golf ofwel een trilling in de richting
van de neg. X-as met P = |B|?> - Az = o0

A= B = Y(z,t) = Ce ™! cos kx; dit is een staande golf met P = |C|? cos? k.

Tn = £(37 + nm)/kln € IN = coskxz = 0 — deeltje kan niet in de punten ,, verblijven.
A= —-B = U(z,t) = De “!sinkr; dit is een staande golf met P = |D|?sin®kz. =z, =
tnr/k|ln € IN = sinkz = 0 — deeltje kan niet in de punten x,, verblijven.

Voor een deeltje dat zich bevindt in een interval met grenzen —3L en L en ¢(z — L) =
Y(z + 1L) geldt voor k: k= (2r/L)n|n € Z

Substitutie in k = \/(2m/h?)E geeft:

22h?
E="

neus

L

=

|Cete|2dy =1 — C = L7% —
L

De normalisatievoorwaarde divergeert nu niet:

w\»—a%

Y(a) = L3¢k
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V(x)
| Vo
s )]0 jr<0
stappotentiaal: V(z) = { Vo |z>0
x
d? 2
Y 20| k=g met z < 0
dax? h
O<E<Vy= P2 5 —
da:é)—sz/J—Ol K= h—rg(%—E) met x > 0

P(x)
r< 0= ?,Z)(l‘) — Aeikm + Be—iij

1
z>0=¢(z)=Ce"™ 4 De " —
leIgO P(x) =00 = C=0—¢(x)=De " \
Een deeltje dat klassiek gezien niet in het ge- 7 [ 7 7
bied voor z > 0 kan komen, kan dit quantum
mechanisch wel; dit heet het tunneleffect.
% \ —i-

d? /2 2
E>V0é—|—k2w—0|k— h—n;Emetx<O/\k: h—?(E—%)metx>O—>

dx?

W(z) = { Ae"’k”’ + Be_i'k‘v |lx <0

Ce*® 1 De= ™ |2 >0
Voor een deeltje dat van links komt is De™"** = 0, daar dit een gereflecteerde golf in de neg.
X-richting is, terwijl er voor « > 0 niets is dat een golf kan reflecteren — 1 (z) = Ce?*® voor
x> 0.
Voor z < 0 bestaat 1(z) dus uit een inkomende - en een gereflecteerde golf, en voor z > 0
uit een doorgaande golf. Een deeltje dat klassiek gezien altijd de potentiaalstap passeert,
kan quantum mechanisch - ontdanks dat £ > Vj - dus toch gereflecteerd worden.

0 |z<0 V(x)
Potentiaalbarriére: V(z)=¢ Vp [0<z<a
0 |r>a Vo

Voor z < 0 en = > a geldt analoog aan de stappotentiaal:

| Aetkr 4 Bemtkr |z <0
Y(z) = Ceike 2> a 0 a x

E<Vy—=(x)=Fef +Ge*™|0<r<ark= \/(2m/h2)(v0 —F)

Een deeltje kan dus quantum mechanisch door de potentiaalbarriere heen tunnelen.
E > Vo = d(z) = Feh* 4 Ge #7)0 < 2 < a Ak = /(2m/h?)(E - Vp)

Een deeltje kan dus quantum mechanisch gereflecteerd worden.
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0 | —a<z<a V()

Oneindige potentiaalkuil: V(z) = { o |la>a

V(z)z=tq = 00 — randvoorwaarde: ¢($)|x|2a -0 =

h? d*y o2m

—_——— =FY — = Acoskx + Bsinkz|lk = | —<F
o a2 P — Y(x) os kx in kx| 2 L 1 .

Acoska =0
Bsinka =0

. B=0 A coska=0—k, = (nm)/(2a)|n=1,3,5,... = (z) = Ay coskpz —

[ A2 cos? kpadr = [ A2 cos?(nmx/2a)de =1 — A, =a /% =

Uit de randvoorwaarde volgt: { — 2 klassen oplossingen:

1
Yn(z) = —= cos i

Va 2a
II. A=0 A sinka=0— k, = (n7)/(2a)|n =2,4,6,... —

n=1305,...

1 nmw
Yn(x) = —=sin —x|n = 2,4,6,...
va o 2a
Substitutie van k, in E, = (h?k2)/(2m) geeft:
2h2
E, = g " n?|lnelN

En n=k L\"ij
De energie is dus gequantiseerd N ;0- -
en bestaat uit oneindig veel dis- #
crete (niet-gedegenereerde) energie-

N T Y. i (o0, -
niveaus corresponderend met ge- 3 %\J
bonden toestanden, waarbij de
grondtoestand E; > 0. n=2 3}-‘\

ES— Y R [

K -2 0 ax
De golffuncties van I. hebben een even pariteit daar ¢,(—x) = ¥,(x), die van II. een
oneven pariteit, daar dan i, (—x) = —¢,(z).
Vierkante potentiaalkuil: V(x) = { aVO ; ;i{ i Z V()

—Vo < E < 0 komt overeen met gebonden toestanden —

& 2 - ’
Cl;g+a2¢:0‘a: %(%+E)/\|x]<aen
d? 2

4 B2 =0 5:\/—71@/\|x>a—>

dz?
Even oplossingen: 1(x) = Acos ax resp. ¢(z) = Ce™P? A
Oneven oplossingen: 9 (z) = Bsin ax resp. (x) = Ce™5®

Q
8
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(4 ¥,

|

¥ %
N A
BVjive =

FE > 0 komt overeen met ongebonden toestanden —

Aetkr 4 Bemke 1p < —q ; i
Ulr) = { o TS A ) = P4 Getr| o] <a
Voor een deeltje met massa m waarop een kracht FF = —kx werkt en dus beweegt onder
h? d?
invloed van een potential V(z) = $kz? geldt: H = —— - — + $ka® —
2m  dx?

Schrodingervergelijking voor een lineaire harmonische oscillator:

h? o d*p 5,
2F mhk\ 4 maw\ 1/ k2
Stel:)\:hw/\gzax|a:<h2> :<h) /\w:<m> —
d*p(§) 2 _
o H =i =0
2
Stel: 0(€) = ¥ H(e) » T 26T 1 (- () =0
Voor even toestanden geldt: ¢(—¢§) =¥ (§) — H(—=&) = H(&)

00 4 1-—-
Substitutie van H (&) = kZ::O € | co # 0 geeft: ¢y = 2k f_i—)(% j\_ 1)0

Om te voorkomen dat () divergeert als £ — oo gaat, moet H (&) eindig zijn, d.w.z.
cNy1 =0 NeIN - AX=4N+1| N € IN
Voor oneven toestanden geldt: ¢¥(—¢§) = —¢(§) - H(—&) = —H(§)

dk+3— A
(k+1)(2k+3) "
Analoog aan de even toestanden moet H (&) eindig zijn — dy41 =0 | N € IN —

A=4N +3 | N € IN; voor de eigenwaarden A geldt dus: A =2n+1|n € IN
Substitutie in A = 2E /hw geeft het energiespectrum van de lineaire harmonische oscillator:

k

Substitutie van H (&) = ioj dR€?* 1 | dg # 0 geeft: djpyq = 5
k=0

E,=(n+YHhw|nelN
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Ey = %hw is de nulpuntsenergie. De energieniveaus komen overeen met die van het
elektromagnetische veld, daar dit laatste tee ontbinden is in de normale modussen die zich
gedragen als ongekoppelde harmonische oscillatoren.

Bij elke E,, hoort een ¥, (&) = 67%521-1”(5) — Yy (z) = Neféo‘zszn(aa:)

1/2
«@
Voor de normalisatieconstante geldt: N = ( > —

V/m2n!

1/2 1. 2.2
@) = () 4 H o)

Daar ?o |2 (z)|?dr =1 en ofo |07 (2) Y (x)dx = 0 | n # m, geldt:

[ W@ @) = b

AR

% [l?

U
- -
s r -

A lvl*

VAV\NGESNY'S

N
~/Y V.G

78



Daar |, (z)]? een even functie van x is, is x|, (z)|?> een oneven functie van x, zodat de

oo
verwachtingswaarden van z steeds nul is: (x) = zpm = [ ¢} (2)x,(x)dz =0
—0o0

Een (statistisch) ensemble bestaat uit een groot aantal N identieke, onafthankelijke sys-
temen. Een quantum mechanische meting geeft dan de waarschijnlijkheid dat een bepaalde
uitkomst n keer voorkomt.

De formele formulering van de quantum mechanica is gebaseerd op de volgende postulaten:
I. Aan een ensemble kan een complexe golffunctie of toestandsfunctie ¥ (7, t)) worden toege-
kend; deze kan met een willekeurig complex getal worden vermenigvuldigd zonder de fysische
betekenis te veranderen. De functies ¥ en ¢‘*¥ | a € IR beschrijven dus dezelfde toestand
en hebben dezelfde normalisatie.

Voor N deeltjes met positievectoren 77, ...,7n op tijd t is de golffunctie WU(7,..., 7N, t) —
P(f1,...,TN,t) = |U(7, ... ,FN,t)P

II. Als ¥4 een mogelijke toestand van een ensemble beschrijft en U5 een andere mogelijke toe-
stand, dan beshrijft ¥ = ¢; V1 +co Wy eveneens een mogelijke toeestand van het ensemble. Als
U(7,...,7N,t) de toestandsgolffunctie van een N-deeltjes ensemble is, dan is ®(p, ..., pn, t)
de impulsgolffunctie van het ensemble en gelijk aan de Fouriergetransformeerde van W:

O(F1,...,pN,t) = (27rh)*%N/-../e*%(ﬁl-ﬁJr---JrﬁN'FN)\IJ(ﬁ,...,FN,t)dﬁ...dFN

In de impulsruimte geldt dan: [--- [|®(py, ..., PN, t)|?dp1...dpy =1 —

171, ..., 0N, t) = |®(P1, - .., PN, t)|? geeft de waarschijnlijkheid in de impulsruimte om deel-
tje N in volume dpy rond py te vinden.

Zowel ¥ als ¢ beschrijven dezelfde toestand van het ensemble.

Het scalarproduct van 2 kwadraat integreerbare functies ¥ en W9 wordt gedefinieerd als:

(W) = / Wi Wodi

(Wa|W1)™ = (W3]07) = [(¥5)"Widi' = [ U] Wadi" —

(W1]Wg) = (Wa|Wq)*

W, en Wy zijn orthogonaal als geldt:
(U1]|Wy) =0

De normalisatievoorwaarde is te schrijven als:

[(U]D) = (@[@) = 1]

ITI. Met elke dynamische variabele is een lineaire operator geassocieerd.
Als ¥ de toestand van een systeem beschrijft, dan geldt voor de lineaire operator die met de
dynamische variabele A = A(7,...,7N,P1,-..,DN,t) geassocieerd worden:

(AR, P, =BV, —iBV )
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De impuls wordt dus vervangen door

ﬁi—>—ihvi\i:1,2,...,N‘

Analoog als ® de toestand beschrijft:

A(=ihV g, ..., —ihN 5y, Bl - PN T)

De positievector wordt dus vervangen door:

7 — —ihVs |i=1,2,...,N

IV. Een meting van een dynamische variabele A geeft slechts één van de eigenwaarden a,
van de lineaire operaator A geassocieerd met A:

Alle eigenwaarden samen van een operator vormen het spectrum van A. Daar de eigenwaar-
den reéel moeten zijn, zijn de operatoren Hermitisch:

[(X[AT) = (X|A|9) = (AX|D)|

V. Als een reeks metingen van de dynamische variabele A wordt gedaan van een ensemble
beschreven door ¥, dan geldt voor de verwachtingswaarde (A) van A:

(W]A[D)
Ay =~
W=
Als ¥ genormaliseerd is, dan geldt:
(A4) = (v]A]D) |

De Hermitisch geconjugeerde - ofwel toegevoegde operator Af van A wordt gedefini-
eerd als:

(X|AT|[U) = (AX|®) = (W]A|X)"

A is zelftoegevoegd (en dus Hermitisch) als geldt:

Voor Af geldt:

(cA) = c*al
(AB)t = BT AT

De eenheidsoperator [ is de de operator waarvoor geldt:

Een operator heet unitair als geldt:

Ul =0t
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Dit is equivalent met:

vUt = Uty = 1|

Een unitaire operator kan geschreven worden als:
U=eA

Hierin is A een Hermitische operator.

Een operator A heet idempotent als geldt:
A2=A

Als A Hermitisch is, dan is A een zgn. projectie-operator.

Stel: U=+ X | P =Ad A X = (I —A)V, met ® en X orthogonale functies —
(®|X) = (AU(I — A)V) = (¥|A — A%|T) =0

Elke ¥ kan dus m.b.v. A geschreven worden als de som van 2 orthogonale functies.
(I —A)?=1*>-2A+A%2=1T1— A —I— Ais ook een projectie-operator.

Stel: v, zijn de genormaliseerde eigenfuncties van A en 1); en v; zijn 2 eigenfuncties correspon-
derend met verschillende eigenwaarden a; resp. a; — Av; = a;; A AY; = aipj —

(ai — aj) (Wilvy) = (apily) — (Wilajbs) = (Ailvs) — (Wil Agj) =0 —
(Wilhj) =0 i #j

Eigenfuncties behorende tot verschillende eigenwaarden zijn dus orthogonaal.

Daar 1, genormeerd zijn, geldt: (¢p|Y,) =1 —

VI. Een golffunctiedie een dynamische toestand beschrijft kan als een lineaire combinatie
van de eigenfuncties van A uitgedrukt worden, waar A de operator is van een dynamische

variabele A:
=3 cnthn
n

De coéfficiénten volgen uit: (¢, |¥) = Z cn (Um|thn) = chémn =Cm
<A> = <\I]|A|\P> Z Z c;, mCn <wm|A|¢n> Z Z c, mCnln <¢m|¢n> Z ’Cn|2(ln
Als U genormeerd is, dan geldt: (¥|¥) = 1 —> Z len? =1

De waarschijnlijkheid P om bij een meting een elgenwaarde an, van A te krijgen is dan:

= |Cn’2 = | (¥n]¥) ’2

De coéfficiénten ¢, = (1,,|¥) heten waarschijnlijkheidsamplituden.

De commutator [A, B] van 2 operatoren A en B wordt gedefinieerd als:

[4,B] = AB — BA
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Als A en B commuteren geldt: AB = BA

Uit de definitie van de commutator volgen de relaties:

[A,B] = —[B, 4]
[A,B+C] = [A,B] + [A,C]
[A, BC] = [A, B|C + B[A, C]

ov 0
[, pz]VU = (xpy — pex)V = 2. — ih% + zh%(:n\ll) = ih¥; analoog voor [y, p,] en [z,p.] —

[z, pe] = [y, py] = [2,p:] = iR

Als A en B 2 observabelen zijn met (A) = (V|A|V) en (B) = (V|B|V¥), dan wordt de
onzekerheid AA resp. AB gedefinieerd als:

AA = TA= () en AB = /(B — (BN

Er geldt dan: AAAB > 1| ([A, B]) |

[A, B] = ih = ([A, B]) = ih - AAAB > 1|ih| = 3i. —ih = 3h —

Onbepaaldheidsrelaties van Heisenberg;:

h

AxAp, = AyApy, = AzAp, > %

Stel: A is een lineaire Hermitische operator zo, dat AV = X en A’V = X’
Voor een unitaire transformatie geldt: ¥/ =UW¥ en X' = UX —
AUV =AV =X'=UX =UAY —

UTA' = UTUAUT = AUT — UTA'U = AUTU —

A=U'AU
(X|A[0) = (X[UTUAUTUW) = (X|UHUAUD|(U®)) = av(UX)[UAUT|(U®) =
(X|A|W) = (X'|A|¥) — (U[A]¥) = (P'|A'|W)

Stel: A =1 — (X|¥) = (X'|¥') en (V|¥) = (¥/|T')
Fysische grootheden blijven dus behouden onder een unitaire transformatie.

AUUT =UAUT —

Een infinitesimale unitaire transformatie U wordt gedefinieerd als:

U=I+icF |e€ IR, F=F"!

F heet de voortbrenger van U.
A=A+ 6A=UAUY = (I +ieF)A(I —ieF) ~ A +icFA — icAF = A +ig[F, A] —

5A = ic[F, Al
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Elke ¥ kan geschreven worden als som van een verz. orthonormale functies {1}, waarbij
de coéfficiénten ¢, ¥ representeren in de basis {¢,} en volgen uit ¢, = (¢, | V).
Stel: X = AV en U = > c¢n; uit X =5 dpnthm, volgt dan:

n m

dm = (Ym|X) = (U] A|V) = Zn: (Yml|Althn) cn

De grootheden A, = ({¥m|Alt,) zijn de matrixelementen van operator A in de basis

{tn} —

dy Ayp - A c1 — ()
dm = Apncn & . = . : : ; CZ TArm —
2 ‘ ‘ - S = (X }
dn Anl e Ann Cn
Cc1
(X|W) = dicy =dic=(d---dy) | :
n Cn

Amn = <7/)m|AW]n> = an <¢m|¢n> = andmn —

(A) is diagonaal met als diagonaalelementen de eigenwaarden a,, van de operator A.

De eigenwaardevergelijking Ay, = an, is equivalent met de matrix eigenwaarde vergelij-
king:

()it = anily |

Hierin is #,, een eigenvector van (A) behorende bij ay,.
De eigenwaarden a,, zijn reéel en vormen de oplossingen van de seculiere vergelijking:

|det [(4) — a, 1| =0

De toestand van een systeem kan beschreven worden door een toestandsvector ofwel ket-
vector |¥), waarmee een geconjugeerde bravector (¥| is geassocieerd zo, dat (VU|¥) een
reéel getal is, zijnde het kwadraat van de “lengte” van |¥). De verschillende representaties
corresponderen met de “componenten” van |¥) langs verschillende richtingen in een ab-
stracte ruimte. In de Dirac-formulering vormen de commutatieregels voor x,y, z en ps, py, p-
het uitgangspunt zonder een basis te hoeven introduceren.

VII. De tijdontwikkeling van de golffunctie van een systeem wordt bepaald door de tijdaf-
hankelijke Schrodingervergelijking:

AV (1)

L OV(D)
ot

= HU(t)

Als U(tg) bekend is, dan is ¥(¢) voor alle ¢ bepaald.

De unitaire evolutie-operator U (t,ty) wordt zo gedefinieerd dat geldt:

(W) = U(t,to)¥(t) | Ulto,to) = 1|

ou
Substitutie in de Schrodingervergelijking geeft: zha = HU
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#H(t—to)

Als H niet expliciet van de tijd afhangt, dan is een oplossing: U(t,ty) = e & —

W(t) = e w H=t) (1)

d d O 9A o
Sy = 2 wlAl) = <at|A|\IJ> + <x11 & qf> + <\If|A|at>

Substitutie van de Schrédingervergelijking en zijn complex geconjugeerde, met

ou\* 1, w1 ! .
<\11|A|at> = o (WAIHY) =~ (HU[AW) =~ (D|HAW), geet:
d 1 1/ oA |
G ==y + o (v ]S ) 4 el

Stel: ([A, H]) = (W|AH — HA[W) A <aa’j> _ <x11 %‘j‘qz> N

d 1 0A
G = A +(5)

Als A niet expliciet van ¢ afhangt, dan is 0A/0t nul —

g L

204y = — ([A, H)

Als A en H commuteren, dan is d/dt (A) dus nul en is de variabele A een bewegingscon-
stante.

ALs H niet expliciet van t athangt, dan is d/dt (H) nul; de totale energie is dus een bewe-
gingsconstante.

Als ¥g een eigenfunctie iss van de tijdonafhankelijke Hamiltoniaan, dan geldt voor een
stationaire toestand met energie E: Up = pe *Bt/": als A tijdonafhankelijk is, dan is
(VE|A|VE) = (YE|AlYE) ook tijdonafthankelijk —

| (¥llA, H]lys) = 0|

Voor een deeltje met massa M dat in een potentiaal V (7) beweegt, geldt: H = (p?/2m)+V (7)
Stel: A =75 — (p|[r p. (9?/2m) + V(D)][¢p) = 0
Substitutie van p'= —ihV geeft: (7 p, H) = (2ihT — ih7- VV) =0 —

Viriaaltheorema voor een stationaire toestand:

In de Schrédinger representatie zijn de operatoren (in differentiaal- of matrixvorm) 7;
en p; tijdonafhankelijk. De ontwikkeling van een systeem in de tijd wordt bepaald door een
tijdathankelijke golffunctie W(t) die volgt uit ihoW /0t = HW.

De Heisenberg representatie volgt uit de Schrédinger golffunctie door deze te vermenig-
vuldigen met UT(t,tg) = U(to, t):

Uy = UT(t,10)¥(t) = Ulto, 1)¥(t) = ¥(to)
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Uy is dus tijdonafhankelijk en komt op t = ¢y overeen met W(¢y).

Als A een operator in de Schrodinger representatie isen Ay de corresponderende operator in
de Heisenberg representatie, dan geldt:
Ap(t) = UT(t, 1) AU (t,tg) = Ul(to, t) AU (to,t) = UAUT —

d ou 0A out 1 0A

—A AUt f A = —HUAU' t AHU' &
dtH() 8tUJrUaUJrUa hUU+U8U+hU U
d T — i i A
aAH() m(—UHU UAUY + UAU UHU)+U6 U

A A
Stel: Hy = UHU' A Ay =UAUT A (;) U%t Ut —

Bewegingsvergelijking voor Apy:

d 0A
At = ol )+ (55)

Een translatie T'(@) over een afstand a laat een geisoleerd systeem onveranderd. Als 7 de
nieuwe positievector is, dan geldt: ¥ = T(@)F =7+ ad — =T (@) =7 —a

Voor een deeltje dat op tijd ¢y beschreven wordt door (7) = W(7,tg) en vervolgens een
translatie ondergaat over een afstand d@ en dan beschreven wordt door ¢/ () geldt:

' (7) = Up(a@)y(7); hierin is Up(a@) een unitaire operator.

Daar T'(@) overeenkomt met een translatie van O(0,0) over een afstand —a, geldt:

V(7 + @) = ¢ (T(@)F) = (F) = &' (7) = (T~ H(@)7) = (7 - a)
Voor een infinitesimale translatie 5a8§be(ld)t o () S
P Ll T T

(4 ) = 07— 0) % () = o, T = ba, -
Ur(6@) = I —6a-V = I —ih™'6a - Pop; Pop is dus de voortbrenger van de infinitesimale
translatie.

Stel: 0@ = a‘ n € 7 — Ur(d) = lim Ur(6a) = lim (I—Z-a.p(’p)—)
n n—00

— da, = (I - 6@ V() —

n—00 h n

Ur(a) = e~ (1/h)d-Pop

Als 9(7) een eigentoestand van Py, is corresponderend met een eigenwaarde p (Popty = pt),
dan geldt:

Ur(a)y = e~ /NPy

Ur(@) verandert 1 dus met een fasefactor die de toestand van het systeem niet verandert.

Daar H invariant is onder een translatie, geldt: H' = UT(d’)HU}(ﬁ) =H
Ur (@) HUN(8@) = (I—ih='6a- Fop) H(I+ih~18a- Pop) ~ H —ih ™' 0a- PopH +ih~10G- Hp <
Ur(8@)HUL(8@) = H — il '0a - [fop, H] —

[Pop, H] = 0

Het impulsbehoud van een geisoleerd systeem is dus een gevolg van de invariantie van H
onder een translatie.
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Elke continue symmetrietransformatie Ug kan geschreven worden als het produkt van ope-
ratoren Uss = [ + ieFg | ¢ € IR en Fs de Hermitische voortbrenger van de infinitesimale
transformatie §.5. Algemeen geldt dan:

[Fs,H =0
Ul(t,tg) = e~ (t_to); de voortbrenger van de corresponderende infinitesimale transformatie
is H, en daar [H, H] = 0, is de energie dus behouden als H tijdonafhankelijk is —
Het energiebehoud van een geisoleerd systeem is dus een gevolg van de invariantie van H
onder een tijdtranslatie.

Spiegeling ofwel inversie door O(0,0) wordt beschreven door de unitaire Hermitische pa-
riteitsoperator P:

PU) = (=7 |

De eigenwaarden van P zijn dus +1 (even eigentoestand 14 (7)) en —1 (oneven eigentoestand

P (7): Phy (7)) = ¢4 (7)) = ¥4 (7)) en PY_(7)) = ¢ (=7)) = =¢_(7))
Elke functie kan geschreven worden als de som van ¢ en ¥_: ¥(7) = ¢4 (7) + _(7)

Hierin is ¢4 (7) = 5{¢(7) + (=)} en v_(7) = 3{v(F) — &(-7)}

Met uitzondering van de zwakke wisselwerking geldt:

Uit P(—7) = () volgt:

[P, H] =0

In de klassieke mechanica geldt voor het baanimpulsmoment L van een deeltje met massa
m, impuls p’en positievector 7 t.o.v. O(0,0): L=Fx RS

Lx:ypz_ZPy A Ly:me_ajpz A Lzzxpy_ypx

De corresponderende quantummechanische impulsmomentoperatoren volgen uit de substitu-
tie P, — —ihd/da | a = x,y, 2:

In vectorvorm is dit te schrijven als:

L is nu dus een (Hermitische) vectoroperator.
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[Lma Ly] = [(ypa: - Zpy)a (me - l'pz)] = [ypz7 Zpﬂc] + [Zpya -sz] - [ypza xpz] - [Zpya sz] g
[L:ca Ly] = YD 2Pz — ZP2YPz + ZPyTPz — TP22ZPy = YPx [pzw Z] + $py[zapz] = _ihyp:c + ih‘TPy ~
[Ls, Ly] = ih(xp, — yp>) = ihL.; analoog voor [Ly, L.] en [L,, Ly] —

Ly, Ly =ihL,
Ly, L] =ihL,
(L., L] =1ihL,

Het is dus i.h.a. onmogelijk om alle 3 componenten van L tegelijkertijd exact te bepalen.
Optelling en uitschrijven in componenten van het linkerlid geeft:

L x L =ihL

[E27 L;B] = [L% + Lz + Lg; La:] = [Li + Lza Lx} = [Lg2;a L;L’] + [L27Lx] A
(L2, L,) = Ly[Ly,Ly] + [Ly,Ly]Ly + L.[L., Ly| + [L2, Ly] L. &

[L?, L,]) = —ihL,L, —ihL,Ly + ihL L, + ihL,L, =0

Analoog voor [EQ,Ly] en [L2, L] —

(L%, L,) = [L* L,) = [[* L] =0| & |[L*L]=0

Overgang op bolcodrdinaten geeft, met 2 = a—m 2 + @ 2 + % — en analoge
galis op et dp  Op Ox Op Oy Op 0z &
0

itdrukki —en —:
uitdrukkingen voor — en -

L, =—ih (— sin 80869 — cotanf cos 4,06(1)
L, = —ih (— oS (’0886 — cotand sin wi@)

0
L. = —ilh—
Zh@gp

Kwadrateren en optellen geeft:

q 10 oy, 1 o
L ( ) .=
" {sme 06 \"96) T w70 0,2

Als een geisoleerd systeem in de (isotrope) ruimte geroteerd wordt, dan blijft het systeem
onveranderd: W' = UrV; hierin is Ui een unitaire operator.

Voor een operator A en zijn geroteerde A’ geldt dan:

(W'|A|W") = (URW|A|Up®) = (Q|ULAUR|® ) = (W[ A¥), daar (A) = (A) -
A=ULA'UR — A' = UpAU},

Daar H invariant moet zijn, geldt: H' = URHUJr =H —-UrH =HUp —

[URaH] =0
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Stel: 7 = Rif — /(%) = () = Unih(?)

Daar ¢/(7) = ¢ (R™1#") voor alle 7, geldt dus ook: ¥(7) = (R™F) —

V'(7) = Urp(F) = p(R™'F)

Voor de codrdinaten (2,9, 2') van 7 resp. R~ onder een infinitesimale rotatie Sa: om de
Z-as geldt:

' =xcosp —ysinp ~x —yp =12 — Yoo ¥ =1z + ydo
Yy = ssinp+ycosp ~xp+y=ala+y resp. Yy =y — rda
Z/:Z Z,:Z

V() = U.(00)9(7) = $(R™7) = Yo + yoa,y — ada, 2) ~ (. g, 2) + yoass — z6a2’ &

Ox oy
V(7)) = {I— e (m(% —yi)}w(f‘) — {[_ ;:15041'/2}77

Analoog geldt dit voor infinitesimale rotaties om de X- en Y-as —

Uy(6a) = I — ik 1sal,
Uy(6a) = I —ih toal,
U.(0c) = I —ih~tsal,

Voor een infinitesimale rotatie o om een as in de richting van een willekeurige eenheidsvector
n geldt: ¥ = RFf =7+ dan X 7 —

Un(60)p () = (R™7) = (7 = dai x ) = (7) — (dan x 7) - Vi (F) &

Un(6a)h(7) = {I — San - (F x V)}(7) = {I — ih~'6an - L}y(7) —

Un(da) =U — %&vfz L

L is dus op te vatten als de voortbrenger van een infinitesimale rotatie.

Als U, («) de unitaire operator is die hoort bij een rotatie over een hoek «, dan geldt:

Un(a+ d0) = Uz (8a)Ups(a) = (I — ik~ oan - L)Us(a) —
- dU;

dUx () = Up(a + 0a) — Us(a) = (—ih™ an - L)Ux(a) — (@)

= (—ih a- L
Un () (—ith™"n-L)da —

Us(a) = o—i(i/h)air-L

Uit [Ug, H] = 0 volgt nu:

[L,H] =0

Het totale baanimpulsmoment blijft dus behouden.

Als ®,,(p) de eigenfuncties van L, zijn en mh de bijbehorende eigenwaarden, dan geldt:

L,®,, = mhd,, — ——t =md,, & = imdyp — O, = Ce™¥
() () o () () @ ()
T o 2d C L
f1ono)de =
P ( ) 1 imep
m = €
4 v 2T




Daar ¥ enkelwaardig moet zijn, moet gelden: ®,,(27) = ®,,(0) — 2™ =1 >m € Z
Daar de Z-as elke willekeurige richting kan hebben, is de component van L in elke richting
gequantiseerd in de vorm +h, £2h, +3A, ...
De gemeenschappelijke eigenfuncties Yy, (6, ¢) van [%2en L, volgen uit:
{ L5 (0, 0) = 11+ )7 (6, )

LzY}m(a 90) = mh}/}m(e, 90)

Hierin is Vi, (0, ) = Oum(0)®i(p) | m € Z
Substitutie van de uitdrukking voor L? geeft:
1 0 0 1 0?
- — | sinf— — =5 ¢ V] =— 1)Y;
{sin@ 0 (Smeaa> T nZo 8@} i (0; ) = =l +1)Yi (0, ¢)
Substitutie van Y7, (6, ) = O, (0) P () geeft dan:
2

1 d d m
sng a0 "m0 === = <6<
{sme do (Smedg)“(“r ) Smga}@zm(e) 0‘ 0<f<n

Stel: w =cosf A Fpp(w) = 0p,(0) —

sinf A = — i sin@—dFlm
9 dw do  dw dez  dw? dw

cos 0 —

d? d m?

2

{(1w )dw22wdw+l(l+1)1_w2}Flm(w)—0‘ -1<w<1
2

m = 0 = DV van Legendre: {(1 - w%% - Qw% + I+ 1)} Fipp(w) =0

o0

Substitutie van Fjg(w) = 3 czw® met A = [(I + 1) geeft (met cy en ¢; willekeurige constan-
k=0

ten):

6— A 2—-A 12—-X 2-2A
Flo(w)zco{l—;)\z—-1/\w4+-~}—|—01{w+ w3 + : w5+-~}

6 20 6

Om een fysisch juiste golffunctie te krijgen moet het aantal termen eindig zijn. Dit kan alleen

als [ voldoet aan:
[=0,1,2,...

[ heet het baanimpulsmoment quantumgetal.

De fysisch mogelijke oplossingen vormen de Legendrepolynomen Pj(w), met P;(1) = 1.
Voor m # 0 worden de oplossingen gevormd door geassocieerde Legendrepolynomen PlIm (w):

m|
P w) = (1 - u?)iinl

B(W) ‘ im| € IN

Hierbij zijn er voor één bepaalde waarde van [ 2({+ 1) waarden voor m: m = —l, —l+1,...,1
Voor de genormaliseerde Oy, () functies geldt nu:

—m) /2

Oun(0) =

(=1)™ Oy () [ 0 <0
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De functies Y, (0, ¢) heten bol harmonischen; substitutie van ®,,(¢) en Oy, (0) geeft:

—m)! 1/2 :

m >0

Ylm(ea ‘;0) =

(=)™, (0,0) | m <0

Voor de orthonormaliteit geldt:

2m
/dgp / 707erlm(9> QO)YFm’ (97 90) sin 0d0 = 0y Oy
0

De impulsmomentoperatoren in matrixvorm volgen uit [Y}* AYy,,dQ), waarbij A een L-
operator is en df) = sin #dfdp. Alleen voor | = I’ zijn de matrixelementen niet alle nul. Voor
een gegeven waarde van [ nemen m en m’ beide 2] + 1-waarden aan, d.w.z. — < m,m’' <,
met als resultaat (2] 4 1)-orde vierkante matrices. Er zijn dus een oneindig aantal matrices
mogelijk die representaties zijn van het impulsmoment. De laagste orde matrix volgt uit
[ = 1. Substitutie van de bijbehorende L-operator geeft dan:

A 010 A 0 — 0 A 1 0 O
Ly=—711 01 AN L,=—7]|1 0 — AN Ly=—1020 0
V2 010 V2 0 2 O V2 00 -1

De matrices voor L, en L, zijn niet diagonaal, daar de Y}, geen eigenfuncties zijn van
L, resp. L,, dit i.t.t. de matrix voor L., waar Y, wel eigenfuncties zijn van L. en de
diagonaalelementen de bijbehorende eigenwaarden zijn.

Substitutie van de L-operator voor L? geeft:

L? = 2h?

o O =
o = O

0
0
1

Deze matrix is ook diagonaal met als diagonaalelementen de eigenwaarden behorende bij de
eigenfuncties Y}, van L2

Voor | = 2 ontstaan (5, 5)-matrices, voor | = 3 (7, 7)- matrices, enz. Al deze matrices voldoen
aan de commutator relaties van de bijbehorende impulsmomentoperatoren.

Naast matrix-impulsmoment operatoren met een oneven aantal rijen en kolommen is het
ook mogelijk matrices te construeren met een even aantal rijen en kolommen, die ook aan
de commutator relaties voldoen. Deze matrices zijn niet af te leiden uit de eigenfuncties
Yim, daar de bijbehorende eigenwaarden volgen uit de randvoorwaarden voor de golffunctie
(enkelwaardig in ¢ en eindig in # = 0 en § = 7). De halftallige eigenwaarden corresponderen
derhalve met een impulsmoment dat niet inbegrepen is in de klassieke definitie L=Fx D,
maar komen overeen met een interne vrijheidsgraad, ofwel een intrinsiek impulsmoment ofwel
spin.

Uit de commutator relaties volgt voor de laagste orde matrix uit [ = %, m=*t35:

01 0 —i 1 0 1 0
Sx:§h<1 0>Asy:;h<i 0 >A52:§h<0 _1>A52:ih2<0 _1>
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De Pauli spinmatrices ¢ worden gedefinieerd als:

0 1 0 —i 10

De gemeenschappelijke eigenvectoren van S, en S? volgen uit de eigenwaarde vergelijkingen:

0206
()-(: 2)6)-+0)

Hieruit volgt voor de bijbehorende eigenvectoren:

a

S, : (é) VOor i = %h A (?) voor ji = —%h; het algemene object <b> heet een spinor.

De spinvector S kan alleen 1 van 2 mogelijke hoeken met de Z-as maken, welke spin op | 1)
resp. spin neer | |) heten.

De eigenwaarden van S, en S, zijn eveneens :l:%h, met bijbehorende eigenvactoren:

e _1 1 (-1 1
Sx.ﬂ<1>vooru—2h A \/§<1>V00r,u,— sh

1 (1 1 1 (1 o
Sy.\/i<2,> voor = sh A \/§<_Z> voor p = —5h

s w0 (2461)

De Schrodingervergelijking van een deeltje met spin is dan te schrijven als:

Hierin is H de totale Hamiltoniaan, bestaande uit een ruimte- en een spincomponent.
Als het deeltje geen translatiebeweging vertoont en Hy is de spincomponent van H, dan is
de Schrodingervergelijking te schrijven als:

a(t) L 0 [a(t)
H =ih—

. (b(t)) n (b(t)
Als 51 de spinoperator is van een deeltje 1 en So de spinoperator van een ander identiek
deeltje 2, dan is de totale spinoperator S = S7 4+ S2. Er zijn nu 4 mogelijke spintoestanden,
t.ow.:

| Tol t2), [ Tol d2), [ T2) en [ 11)] 2)
Substitutie van de spinmatrices in S? = 5% + S5 + 2515, geeft dan:
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S2 11)| t2) = 207| 11)] 1)
S L) = [ Tl o) + 1 4a)] 12)
S?1 L) 2) = [ T o) + [ )| T2)
S% 1) d2) = 287 1) L2)

De 1-ste en 4-de vergelijking zijn eigentoestanden van S? met eigenwaarde 242, dit i.t.t. de
2-de en 3-de vergelijking. Echter, de lineaire combinaties (v/2)~![| 11)| l2) + | $1)| 12)] en
(V2)7U| 11)] d2) — | 41)] 12)] zijn wel eigentoestanden van S? met eigenwaarde 2h% resp. 0.
Deze 4 vergelijkingen zijn tevens eigentoestanden van S, met resp. eigenwaarde h, —f,0 en
0. Er bestaan zo 2 toestanden. De eerste is een triplettoestand waarbij de beide spins
parallel lopen met een totaal impulsmoment van 1:

| 11)] T2) (S.) = +h
\2n )] d2) | )] 1)) (Ss) =0
1) 4a) (8.) = —h

De tweede toestand is een singlettoestand waarbij de beide spins antiparallel lopen met
een totaal impulsmoment van nul:

S

\/ﬁﬂ Tl d2) = [ 12)] (Sz) =0

Een vectoroperator J is een impulsmoment als zijn componenten Hermitische operatoren
zijn die voldoen aan:

[z, Jy] = ihJ,

[Jy, J.] = thJ,

[z, Jo] = ihJy
In vectorvorm is dit te schrijven als:

Jx J=ihJ

Analoog aan het baanimpulsmoment geldt:

[J2, 0] = [J2, ) = [J% 0] =0 & |[J%,J] =0

Als j(j 4+ 1)h% | j > 0 de eigenwaarden van J? zijn en mh die van J, en |jm) de simultane
eigenvectors zijn, dan geldt dus:

{ T2 |jm) = (j + 1)K? |jm)
J. |jm) = mh |mj)

De stapoperatoren J; en J_ worden gedefinieerd als:

Jy = Ju+iJ,
J_o=Jy— i,
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Hieruit volgt: Ji=J_ A Jl = Ji
Daar [J2,.J] = 0, volgt hieruit:

[J2,J:] =0

Jedo = J2 —idydy +idydy + J2 = J% — J% 4 hJ,
Analoog voor J_Jy —

Jide = J2 —J2+hJ,

(T4, -] = [a, Jo] +[1dy, Jo)+ e, =iy + [0y, —iJy] = —[Ja, iy + [Tz, —tJy] = hJ.+RJ, —

[Ty, ] = 2h.

[z, J4] = [Jzy Ju) + [z, 0dy] = ihdy + [J2, 4y +i[J, Jy] = ihJy + hJy = hJ,
Analoog voor [J,, J_] —

[z, Jo] = +hs |
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Atoomfysica

Postulaten van Bohr:

1. Elektronen bewegen in cirkel- of ellipsvormige banen rond de atoomkern.

2. De elektronen kunnen alleen in bepaalde banen bewegen die overeenkomen met stationaire
toestanden; atomen kunnen daarom alleen in bepaalde energietoestanden voorkomen.

3. Een atoom kan van een toestand met energie F, overgaan in een energietoestand Fj
onder uitzending of absorptie van een foton met energie:

\hv =B, — By

4. Het baanimpulsmoment van een elektron in een cirkelbaan is gequantiseerd:

L=nh|neIN*

Voor een elektron dat rond een stilstaande kern met lading Ze draait geldt dan:

Ze? mev?
Feout = Feentr & 5 = ° . substitutie van v =
47T€07’ r MeT

geeft:

dmegh®
r= n
MmeZe?

2 2
Ze2\" 1 Ze2\" 1
E,=T+V = QmT-:Q <47reeo> n2 % (4:60) ok met Ej, r—oo = 0 volgt hieruit:

5o me [ Ze? 21
" op? \dmey ) n?

Hierin is IV het hoofd quantumgetal; F; is de grondtoestand, E5, E3, ... de aangesla-
gen toestanden.

2
|Ea — B me [ Ze? 1 1 o

- B oy Rl Z =1 volgt hieruit:
Y 2rh 4rh3 \ dreg n2  n2) voor volgt hierui

Hierin is R =~ 107 /m de Rydbergconstante voor het waterstofatoom. Voor n, = 1,2,3,4,5
ontstaan resp. de Lyman-, Balmer-, Paschen-, Brackett- en Pfundspectraallijnen.

De fijnstructuurconstante o wordt gedefinieerd als:

62

“= 4meghc
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Als het elektron en de atoomkern om een gemeenschappelijk MM draaien, dan gelden dezelfde
formules, echter met me = p = memy,/(me +my).

Correspondentieprincipe: voor grote quantumgetallen nadert de quantum mechanische
uitkomst asymptotisch tot die van de klassieke mechanica.

Een elektron dat met een snelheid v in een cirkelbaan met straal r beweegt is equivalent met
een stroom I = ev/27r. Voor het magnetisch dipoolmoment M van een elektron geldt dan:
M = IdA = jevr = eL/2m,. Daar de stroomrichting tegengesteld is aan de beweging van
het elektron volgt hieruit:

N e -
M=— L
2me
Het Bohrmagneton pp wordt gedefinieerd als:
_eh
UB = 2,

Het magnetisch dipoolmoment van een elektron is dan te schrijven als:

. L
M = _MB%

De waarde van pup ~ 10723J/T.

Uit het Stern-Gerlach experiment volgt dat ee elektron tevens een intrinsiek impulsmo-
ment ofwel spin S heeft, behorend bij een intrinsiek impulsmoment M:

—

- S
Ms = —gspp+ -

Hierin is gs =~ 2 de spingyromagnetische verhouding.
Voor het totale magnetisch moment M van een elektron geldt dan:

Tevens blijkt dat de component van het impulsmoment in een bepaalde richting is gequan-
tiseerd:

’LzzmhlmGZ‘

Hierin is m het magnetisch quantumgetal.

Voor een 1-elektron atoom met kernmassa M en kernlading Ze™ is de Schrodingervergelijking
te schrijven als:

2
VA(@,y,2) + 55 B V(e 2)]u(r,y,2) = 0

Hierin is = Mme/(M +me) en V(z,y, 2) = —Ze? /(2% +y? + 22)'/? de interactiepotentiaal
tussen kern en elektron.

Overgang op bolcodrdinaten (r, 6, p) geeft:
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2 Or ( 87“) * r2sinf 06 (Smeé'é?) * r2sin2f 92 + 72 [E V(ry =0

Stel: 1/1(7397@ = R(T)@(e)@((p) -

29
1.8(7“28R>+1-a<sinﬁa@)+ ! '8 QM[E V(r)=0«

Rr? Or or OrZsinf 00 00 dr2sin®f  Op? h2
_sin 20 0 [ ,0R sing 0 00 2 5 . o 1 0°®
I (22 ) —k olE — - .27
R or <7" (97“) 6 <“n 89> p SE =Vl =557
1L&2_ o,
O dp? "
_sin 20 0 [ ,0R sinf 0 (. 00 21 o 9
(22t .2 b I E— _
7 (r (%) 5 70 5111(980) h2r sin? 4 V(ir))=-m
1 0 OR 272 m? 1
De 2-de DV i hrij Is: — - — (r?— E — = - :
e 2-de DV is te schrijven als 7 B (7" 8r> + 2 [ V(r)] 20 ©sng
a3 (%)
26 \™™" " 90
m? 1 d 00 1 d [ 4dR 2pr?
= DA=-—(r*— —\E - = 1
Sn?0  Osing do (Smeae) DA R (’” dr>+ pz B V=0t )

De Schrodingervergelijking is dus equivalent met 3 gewone DV-en:

d*® )
e b —
i +m 0
1 d 00 m?
sinf do (Smeaa> + 0+ - sin® ©=0

1 d [ 4,dR\ 2ur? (1 +1)R?
— . — (= E-V()—~—=2"|R=0
r2 dr (r dr) + K2 [ (r) 21?2

De 1-ste DV heeft als oplossing: ®,,(p) = Ae™¥
0=0Ap=21= A= Ac®™™ — 1 = cos2mm + isin 2rm —
Het magnetisch quantumgetal kan alleen een gehele waarde aannemen:

]mzo,il,ﬁ,i&...\

Uit de orthonormaliteitsvoorwaarde volgt: A = 1/v2m —

1
®,, — imep
(p) = 5=¢
Substitutie van £ = cos € in de 2-de DV geeft: 4 [(1 - {2)d@} +|1(l+1) - 72 O=0—
e S g d -]

O (0) = Bsin™ 0P (cos 0)
Hierin zijn P/ (cosf) de geassocieerde Legendre polynomen die alleen niet nul zijn als m =
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0,+1,£2,...,4l. Voor een gegeven waarde van [ kan m dus (2! + 1) verschillende waarden
aannemen; [ is het baanimpulsmoment quantumgetal en kan alleen een natuurlijk getal zijn:

1=0,1,2,3,.. ]

Uit de orthonormaliteitsvoorwaarde volgt: B = /[(21 + 1)(I — m)!]/[2( + m)!] —

_ @D =m)! o
@lm—\/ 20+ )] sin™ 6. P" (cos 0)

Substitutie van R = u/r en V(r) = —Ze?/r in de 3-de DV geeft:

d?u  2u Ze?  1(l+1)h?
E — =
a2 + 72 + . u=20

2ur?
Substitutie van r = h%np/2uZe* en E = pZ2e*/2h*n? geeft:

d*u [1 n l(l+1)

a? P

Hierin zijn Lilj:ll (p) de geassocieerde Laguerre polynomen die alleen niet nul zijn als het

hoofd quantumgetal n een natuurlijk getal is:

1
} u=0— R, = anpleﬁpLlell(p)

]n:o,1,2,3,...\

Voor een gegeven n geldt voor [:

]1:0,1,2,3,...,(71—1)\

A —1-1)1Z%
[(n+1)!]>n*ad

Uit de orthonormaliteitsvoorwaarde volgt: N,,; = \/

R ;= 4(” —1— 1)'Z3 <2zr>l€—Zr/na0L21+l (2ZT)
" [(n+D)!Pn%ad \ nag o\ nag

Hierin is ag = h?/pe® ~ 0,5.108cm de straal van de 1-ste Bohrbaan.

De golffunctie ¥y (1,0, ) = Ryi(r)Opy, (0) P () voor een 1-elektron atoom is nu te schrijvel
als:

A+ D) -m)(n— 1= 1123 (22Zr\' _ze oy (220N o i
%Z)nlm—\/ 4l + ) [(n + 1Prad <na0) e o L (nao> sin™ 0 P/" (cos f)e

Voor de energieniveaus geldt, met 1/4meg = 1:

1 pzet

ST

Daar voor een gegeven waarde van n er verschillende waarden van [ en m zijn, zijn er voor die
n ook verschillende golffuncties. Daar de energie alleen door n bepaald wordt, hebben deze
verschillende golffuncties dezelfde energie, d.w.z. ze zijn gedegenereerd. Voor een gegeven n
treedt er een 2n2-voudige degeneratie op.
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Als een atoom in een energietoestand F; verkeert, met corresponderende Hamiltoniaan Hy
en eigenfunctie ¢;, dan geldt: ¥ = ¢he " Eit/h — g = cici i)y
Daar YW* constant in de tijd is, overeenkomend met een stationaire toestand, kan een atoom
in een dergelijke eigentoestand dus geen straling absorberen of emitteren.
Als op het atoom een storingsenergie E¢ wordt uitgeoefend met Hamiltoniaan H’, met
H' < Hy, dan is de totale Hamiltoniaan H = Hy + H’. De bijbehorende golffunctie is
dan: U = ¢ppe Bt/ 4 wafe_iEft/h —
VU™ = ¢;cf i)l + cfc;¢f¢; 4 cfc;!‘d)fw;ke’i(Ei*Ef)t/h + Cic}ww;f@wﬁ@)t/h
De laatste 2 termen oscilleren met een frequentie w = (E; — Ey)/h.
De overgangswaarschijnlijkheid Py per tijdseenheid van toestand i naar toestand f is even-
redig met het kwadraat van de matrix H;p van H': H;p = (i|H'|f) = [ [ [} H Pidv

\%

Als de matrixelementen niet nul zijn, dan is de overgang toegestaan; zijn ze wel nul, dan is
de overgang wverboden.

Als een elektromagnetische golf met veldvector E een 1l-elektron atoom treft, dan is de
belangrijkste term in de wisselwerking de elektrische dipoolinteractie energie waarvoor geldt:
H' = —jF = efE
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Hierin is p het dipoolmoment van het elektron op afstand r. Daar de golflengte van de
opvallende golf veel groter is dan de afmeting van het atoom, isn ]E\ bij benadering constant
over het atoom.
Voor H;y geldt nw: Hip = eE [ [ [jriidv

1%

Voor de z-component geldt, onder overgang op bolcodrdinaten en met
Vi = Ypim = Rnl(r)glm(e)q)m(@) €n wf = ¢n/l’m’ = Ry (T)@l/m’(e)q)m’(@):
Hifo=eEy [ [ [}, sinfcos Ot sin Odrdfdyp <

1%

o] s 21
Hify=¢eE, [ r3RZ,l/Rnldrf 07, Om sin? 0do [ &7 Dy, cos pdp
0 0 0

Als 1 van de integralen nul is, dan is de overgangswaarschijnlijkheid nul.
Substitutie van @, = (v/27) 1e"™% en cos p = (¢*¥ + €¢7¥)/2 in de 3-de integraal geeft:

2 00 L, o
[ @5 @ cos pdip = (4m) 71 [{e T M mmENR 4 e MR g
0 0

2 . 2 2

Stel: (m'—m+1)=(m'-m—1)=k|ke€ Z — [ e *dp= [ coskpdp—i [ sinkpdp =0
0 0 0

Voor k € Z\{0} —

De integraal is nul tenzij m' —m+1=0 A m' —m —1=0, ofwel als Am =m' —m = +1
Analoog voor H;y,: H;y, # 0 voor Am = %1

o] T 21
Hij.=ekb, [ T3R;,1,Rnldr J ©5,,,Oumsinbcosdl [ O Py, cos pdyp
0 0 0

2 L,
[ @, ®,,dp = (21) " Le™ M =M dp = 0, tenzij m' —m = 0 —
0

Am =0,+1

Onder spiegeling geldt voor bolcodrdinaten: r —r A0 — (1 —0) Ao — (T + ) —

Rnl( ):Rnl( )
Ol +9) = (D)D) —
O (1 — 0) = (=1)!*1™Oy,,(6)

Ryt (r)Oun (7 — 0) @ (1 + ) = (= 1) (1) Ry ()01 (0) B () &

wnlm(ra ™= 97 T+ 90) = (_1)l¢nlm(r7 97 4,0) -

1=1,3,5,... = Ynm is oneven

1=0,2,4,... = Y, is even

Daar 7(= z,y of z) oneven is, is H;; oneven als 1); en 1) beide even of oneven zijn. Daar een
oneven integraal nul is, moet H;; dus even zijn. Dit kan alleen als v; en 1y een verschillende
pariteit hebben, d.w.z. tijdens de overgang moet de golffunctie van pariteit verwisselen.
Hieruit volgt: Al =1'—1 = +1,43,45,.. ..

Combinatie met de waarden voor m geeft dan de selectieregels voor [:

De toegestane waarden voor n zijn onbeperkt, zodat voor de selectieregels voor n geldt:

Selectieregels voor m:

An=27
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De stationaire toestanden van een systeem dat niet exact oplosbaar is maar hier slechts
weinig van afwijkt, kunnen bij benadering worden berekend d.m.v. tijdonafhankelijke sto-
ringsrekening. Als het ongestoorde systeem een Hamiltoniaan Hy, energie eigenfuncties uQ
en eigenwaarden EO heeft, dan geldt: Houl = E%u?
Als H' dan de Hamiltoniaan van een storing is, dan is de totale Hamiltoniaan te schrijven
als: H = Ho+ AH'. Hierin is X een dimensieloze parameter welke altijd gelijk aan 1 gesteld
kan worden. De gestoorde eigenwaarden en eigenfuncties kunnen nu geschreven worden als:

E,=E°+)\E! + \2E2 + - ..

Up = ud + Al + N2u2 4 - -
Substitutie van de reeksen voor H, E, en u, in de Schrodingervergelijking voor het ver-
stoorde systeem (H — Ep)u, = 0 geeft:
(Hy+AH' — E0 —AEL — - )Wl + Ml +--) =0«
Houd + AHoub + ANH'u® + N2 H'ul — EOu® — AESul — AEM® — N2Elul + ... =0
De eerste benadering geeft de Schrodingervergelijking voor het ongestoorde systeem.
Voor de 2-de benadering geldt: Elu = H'u® + (Hy — EQ)ul —
Substitutie van ul = 3> anmu?,, vermenigvuldiging met (u))* en integratie geeft

m

(met Hy = E,):
[ I T BN a8V = J [ [(ud) HldV + 3 anm [ [ J(ES — E9)(u)u,dv
|4 Vv m |4

De 2-de term in het rechterlid is nul voor m # n daar de u’s orthogonaal zijn, alsmede nul
voor m = n t.g.v. de factor (EO, — EY). —

El=H = / / / (uQ)*H'eddV
\%4

Hierin zijn H},, de diagonaalelementen van de matrix H},,, = (u% |H'|ul).

De eerste orde benaderingen van de energietoestanden zijn dus de verwachtingswaarden van
H' in de niet-gestoorde toestanden u0.

Vermenigvuldiging van Elu met (u2,)* en integratie geeft:

J S By (u,)*dV = [ [ [(up,)* HupdV + 3 anm [ [ [(Ep, — Ep)ug, (u),)*dV
\% \%4 m %4

Voor de eerste orde benaderingen van de eigenfuncties voor m # n volgt hieruit:

/
a — Hmn
"B - B,

Als op een systeem met Hamiltoniaan Hy(7) en stationaire toestanden Hou, = E,u, een
tijdafhankelijke storing wordt uitgeoefend met Hamiltoniaan H'(7,t), dan geldt voor de
Schrédingervergelijking van het verstoorde systeem:

O (F, 1)

ot
Stel: W(7,t) = 3 an (t)uy (7F)e Ent/h

n

(Ho + H)Y(7,t) = ih

Substitutie in de Schrédingervergelijking geeft:
S an () Hyupe PV 45 ay, (1) H' upe 7P = S 0, (8) Epune P 57 a, (Hupe P o
n n n n
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3 an(t)H’une*iEt/h =ih an(t)une*iEt/h —

Yan(®){[ ffu;‘nH’undV}e*"Et/h =ih> an(t){S ffu;'fnundV}e*iEt/h &

n 1% n 14

S an(t)VH! e EYh =il S a0 () Sme FY — (1) = (ih) 1S an (t) HY, e™mn?t

Hierin is wimy = (B — Ep)/h.

Analoog aan de tijdonafhankelijke storingsrekening kan a,(t) worden ontwikkeld in een
machtreeks: a,(t) = al(t) + \al () + - --
Substitutie in a,,(t) geeft in eerste benadering: a,,(t) = 0 — alle a,,(t)’s zijn dus nul, over-
eenkomend met de stationaire toestand als H' = 0.
In 2-de benadering geldt: al (t) = (iR)~' 3. a2 (¢t)H! e wmnt —
n
m

t .
ap,(t) = (th) ™13 [ ap (8) Hy,peomntdt
n 0

Als het systeem op ¢ = 0 in een stationaire toestand n = k verkeert, dan is ax(t) = 1 en
an(t) =0|n #k —

t
1 .
a,}n(t) = ﬁ/H;nkelwmktdt
0

De waarschijnlijkheid om het systeem op tijd ¢ in toestand mm te vinden is nu |al, (¢)|?,
hetgeen dus de overgangswaarschijnlijkheid van toestand k naar toestand m is.

Een harmonische verstoring heeft als Hamiltoniaan H'(7,t) = H(F) cos wt

_ 14 .
Substitutie in al (t) geeft: al (t) = (ih) "L H(F) [ cos wte™mitdt &
0

1 ka ei(wmk)t — 1 ei(wmk)t _|._ 1
a,,(t) = —
m(?) 2h Wink — W Wk +w la? (i}!z
a
Voor w = wy, is 1 van de 2 breuken te verwaarlozen; -
substitutie van w = wy,; geeft:
s 21
— sin” 5 (wmk — w)t
lal (1)) ~ [H i |? 5 3 (@mk ) , welke een piek heeft
R (wWimk — w)?
rond w = wy,;. Daar de breedte van de piek omgekeerd
wmk «

evenredig met ¢ is, is het bereik van de storing w voor
een langzame overgang beperkt tot een zeer nauw interval rond w = wy,y.
In dat geval geldt: hw ~ hwpyr = B, — Ey. Voor w & —wy,k geldt: hwpr = Ey — En,.

Daar de piek een zekere breedte heeft, zijn er ook overgangen mogelijk waarbij Aw niet exact
gelijk is aan FE,, — Ej, hetgeen betekent dat de energiebehoudswet niet exact geldig is bij
quantumprocessen. De breedte van de piek is geconcentreerd in een interval ¢t~! rond w,
ofwel een energie-interval van AFE o h/t. Daar het moment van overgang onbekend is, is ¢
op te vatten als de duur van de overgang At —

Energie-onzekerheidsrelatie:
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Door de onzekerheid in energie heeft een systeem een aantal mogelijke toestanden binnen
een spreiding AF rond E. De totale waarschijnlijkheid voor een overgang naar een moge-
lijke toestand binnen AFE is dan de som van de afzonderlijke waarschijnlijkheden over alle
mogelijke eindtoestanden.
Als de eindtoestanden zeer dicht bijeenn liggen zodat ze bij benadering een continuiim vor-
men, dan is p(wy,) de dichtheid van deze toestanden, ofwel het aantal toestanden per eenheid
van frequentie-interval w,,. De sommatie over |al, (¢)|> wordt dus vervangen door de inte-
[e.e]

graal | |ak,(0)]2p(wmt)dm.

—0o0
Daar i.h.a. p en H,,; veel minder scherpe functies van w zijn dan |a. (t)|?
benadering als constant beschouwd worden met waarde bij wy,r = w —

, kunnen deze bij

o0 2

H i (w)]? sin
o = )

an? (3 (@mi — w)]

%(wmk - w)t
2

7| Hor|? p(w)t

dwmp, = 572

De overgangsmate w wordt gedefinieerd als de overgangswaarschijnlijkheid per sec. —

Gouden regel van Fermi:

_ [ H | p(w)
282

Voor de grootte L van het gequantiseerde impulsmoment geldt:

L=+ Dh|leIN

In 1-elektron atomen (d.w.z. in een Coulombveld) geldt hierbij dat bij elke waarde van n
er n bepaalde waarden voor het impulsmoment zijn en wel van [ = 0 tot en met [ = n — 1.
Hierbij worden de waarden van [ aangeduid met letters:

n=1=1l=s

n=2=1l=sANl=p

n=3=l=sANl=pAl=d

n=4=1l=sANl=pANl=dAl=f

Daar de richting van het impulsmoment eveneens gequantiseerd is geldt voor L.,:

|L.=mh |m=0,%1,42,... +

Dit betekent dat er voor elke waarde van het impulsmoment er 2/ + 1 waarden van m zijn
ofwel 2] + 1 verschillende richtingen van L. Dit heeft tot gevolg dat elk energieniveau van een
1-elektron atoom behorende bij een bepaalde n, n verschillende impulsmomenttoestanden
met dezelfde energie heeft met [ variérend van nul tot en met n — [; deze niveaus worden
aangeduidt met ns, np, nd, .. ..

Als een 1-elektron atoom in een magnetisch veld wordt geplaatst, dan verkrijgt het elektron
een extra energie Ep waarvoor geldt: Ep = M - B = (e/2m.)L - B —

Op het elektron werkt een koppel 7 waarvoor geldt: 7= M x B = —(e/2m,.)L x B
Hierdoor voert L een precessie om de richting van B uit. Als de Z-as parallel aan B loopt,
dan geldt: Ep = - My B = up(L/h)B = upmB —

In aanwezigheid van een (sterk) magnetich veld wordt elk energieniveau met de quantumge-
tallen (n,l) in 2/ 4+ 1 niveaus gesplitst. (De s-toestanden (met I = 0) worden niet door een
magnetisch veld beinvloed.) —
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Zeemaneffect: Elke spectraallijn wordt in een triplet gesplitst waarbij de afstand tussen de
4 lijnen evenredig is met de sterkte van het magnetisch veld.

De energieniveaus kunnen overigens in meer dan 3 niveaus gesplitst worden, maar overgan-
gen bij dezelfde waarde van Am hebben dezelfde energieverandering en geven dus dezelfde
spectraallijn.

Uit het Stern-Gerlach experiment volgt dat de spin S van het elektron slechts 2 richtingen
t.0.v. het magnetisch veld kan hebben, t.w. parallel (spin op) en antiparallel (spin neer). Uit
g = 21+ 1 volgt dan dat het spinquantumgetal s(= 1) = 1; het quantumgetal m, behorende

2
bij S, is dan dus :l:% —

5% = 5(s + 1)h? |s=3
S, = msh |ms::|:%

Als xm, de spingolffuncties zijn behorende bij S,, dan geldt:

Sszs = %h2Xms
Sszs = msths

De volledige golffunctie voor een 1-elektron atoom is dus van de vorm:

wnlmms = Ry (’I”) ®nl (9) ., (@)Xms

Daar de spin van het elektron slechts 2 mogelijke richtingen t.o.v. het baanimpulsmoment
kan bezitten, worden - m.u.v. de s-niveaus - alle energieniveaus van 1-elektron atomen
verdubbeld, zodat ook de spectraallijnen in doubletten verschijnen.

In een coordinatenstelsen XY Z verbonden met de kern van een atoom draait het elektron
om de kern met impulsmoment E, en in een stelsel X'Y’Z’ verbonden met het elektron draait
de kern om het elektron. Daar de kern een pos. lading heeft veroorzaakt deze in X'Y'Z’
een magnetisch veld B parallel aan L. Daar het elektron in X'Y’Z’ in rust is heeft B alleen
een wisselwerking met het magnetisch moment M s van het elektron, die evenredig is met
M, - B. Omdat calM I Sen B I L loopt, is deze zgn. spin-baanwisselwerking evenredig

met S - L. Voor de energie Fgy, van het elektron t.g.v. deze wisselwerking geldt dus:

—

Es =aS L

Daar S slechts 3 mogelijke richtingen t.o.v. L kan hebben splitst de spin-baanwisselwerking
elk energieniveau van het elektron met een bepaalde waarde van [ in 2 dicht bij elkaar gelegen
niveaus. Hierbij correspondeert één energieniveau met LenS parallel (spin op) met j = l+§,
en het andere met L en S antiparallel (spin neer) met j = [ — 5. De bij een energieniveau
horende spectraallijn wordt dus ook verdubbeld tot een doublet (m.u.v. de s-niveaus met
1=0).

Daar de spin-baanwisselwerking afhangt van de hoek tussen S en J werkt er een koppel lood-
recht op het vlak door beide vectoren, zodat deze een precessie uitvoeren om hun resultante
J.

Voor een elektron met g, ~ 2 geldt: M = —(e/2mg)[L + 28] = (Z/Qme)[J + 9

Daar M niet tegengesteld gericht is aan J voert ook M een precessie om J uit, waarbij de
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gemiddelde waarde van M gelijk is aan de component van M die parallel loopt met J =

- e - o J|J e 1 e - 2o 1 d
M 5 [(J+S) 717 2me[ + 5 J]J 2me[ + 2(J + 5 )]J

e

Substitutie van de eigenwaarden voor J? , S2 en L2 geeft:

M-

e JG+ D) +s(s+1)—1(1+1)] »
[” 255G +1) /

2mo

Hierin heet de term tussen de rechte haken de Landéfactor g. —

M=—_C4J
2mo

Voor de energie van het elektron in een (zwak) magnetisch veld geldt dan:
Eg=—-M-B=(e/2m.)gJ.B = (ug/h)gmhB
Ze? Ze? Ze?

Voor 2-elektron atomen is de potentiéle energie gelijk aan: V = — - +
dmegr1  4dmegre  4megris

Hierin is de 3-de term de energie tussen de elektronen.

Vanwege deze wisselwerkingsterm heeft de golffunctie van een 2-elektron atoom betrekking
op het gehele atoom.

Als in eerste benadering de beweging van de elektronen onafhankelijk van elkaar wordt
verondersteld, dan is de waarschijnlijkheid om elektron 1 in een bepaald punt van de ruimte
aan te treffen en tegelijkertijd elektron 2 in een ander punt gelijk aan P(1)P(2). —

Yatoom = Va(1)¥p(2), met a en b de bijbehorende reeks quantumgetallen van 1 resp. 2.
Dezelfde toestand wordt echter ook beschreven door ¥uteom = 1a(2)¥s(1); dit verschijnsel
heet plaats-ruil ontaarding.

Daar elektronen identiek en ononderscheidbaar zijn moet Y4t0om die vorm bezitten zo, dat
|¢atoom|2 symmetrisch is t.0.v. de elektronen. Hieruit volgt voor de baangolffunctie:

’watoom = %(1)%(2) + %(2)%(1) ‘

Hierbij is 15(1,2) = va(1)Yn(2) + ¥a(2)¢p(1) symmetrisch t.o.v. de elektronen, d.w.z.

¥s(1,2) = ¥g(2,1), en1va(1,2) = Yo (1)p(2)—10a (2)Up(1) antisymmetrisch. d.w.z. ¥4(1,2) =
—a(2.1).

r2 € 1 = Y (D)p(2) = ¥a(2)Yp(1) — a4 = 0; 14 beschrijft een toestand waarin de

elektronen nooit dicht bij elkaar komen i.t.t. g waar dit wel kan gebeuren. De wisselwer-

kingsenergie tussen de elektronen bij ¢4 is due kleiner dan die bij ¥g. —

Een 2-elektron atoom kan in 2 verschillende toestanden met verschillende energieén en baan-

golffuncties ¥g en 14 verkeren die corresponderen met dezelfde serie quantumgetallen a en

b. Als a = b, dan is ¥4 nul en is alleen ¥g mogelijk.

Met betrekking tot de spin van de elektronen geldt dat deze parallel of antiparallel met
kunnen lopen, hetgeen een totale spin 1 of nul geeft. Spintoestanden met S = 0 kunnen
op slechts 1 manier gevormd worden en vormen singulettoestanden, en die met S = 1 op 3
manieren corresponderend met Mg = 1,0, —1 en vormen triplettoestanden.
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YA Z
| -7 ‘12
"5=3 | blv mg= e =3
| M=

D

I
Mg=0 MS:H My=0 My=~-I
S=0 I — = | N——

De totale spingolffunctie x4 van de S = 0O-toestand is antisymmetrisch t.o.v. de 2 elektronen,
en de 3 totale spingolffuncties yg van de S = 1-toestand zij symmetrisch. Als x4 en y_ de
spingolffuncties zijn voor 1 elektron, dan geldt:

X = B (x-(2) = X (x- (0] | Ms =0

x+(Dx+(2) | Ms =1

Xs =1 75X+ (Dx=(2) + x+@)x-1)] | Mg =0

Y- (Dx-(2) | Ms = -1

Voor de totale golffunctie ¢, van een 2-elektron atoom geldt nu dat deze altijd antisymme-
trisch is, daar deze steeds het produkt is van een symmetrische- en een antisymmetrische

factor:

Yy = 1Pgxa voor singulettoestanden
Yy = Paxs voor triplettoestanden

Voor een willekeurig aantal elektronen geldt dat de totale golffunctie antisymmetrisch moet
zijn t.0.v. verwisseling van de codrdinaten van elk paar elektronen.

Een speciaal geval hiervan is het zgn. Uitsluitingsprincipe van Pauli:

Geen 2 elektronen in een atoom kunnen dezelfde reeks quantumgetallen bezitten.

Voor een atoom met N elektronen kan de totale antisymmetrische golffunctie ¥4, geschre-

ven worden als:

wa(l) %(2)
Yabe... = N Pe(1)  1e(2)

Hierin is 1/v/N! een normeringsfactor en stallen a, b, c, . .. de 4 quantumgetallen van een elek-
tron voor. Daar bij verwisseling van 2 elektronen 2 kolommen verwisseld worden, verandert
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de determinant van teken, d.w.z. g is antisymmetrisch. Als 2 elektronen dezelfde serie
quantumgetallen bezitten, dan heeft de determinant 2 identieke rijen en is dan dus nul.

Daar er voor elke waarde van [ er 2] + 1 waarden van m zijn, en voor elk paar (I,m) een
elektron een spin op of neer kan hebben (mg = j:%), is het max. aantal elektronen dat i.v.m.
het uitsluitingsprincipe in de toestand nl kan verkeren gelijk aan 2(2 4+ 1). Hierbij geldt de
Regel van Hund: De resulterende spin van de grondtoestand van atomen heeft de grootst
mogelijke waarde die verenigbaar is met het Uitsluitingsprincipe.
Dit komt omdat de grondtoestand zodanig is dat de afstotingsenergie van de elektronen min.
is, zodat de baangolffunctie max. antisymmetrisch is. Daar de totale golffunctie antisymme-
trisch is correspondeert de grondtoestand dus met een max. symmetrische spingolffunctie,
dewelke optreedt als de spin van de elektronen zoveel mogelijk parallel staat.

Voor het totale impulsmoment J van atomen met meerdere elektronen geldt:

J? = J(J +1)h?

Voor de Z-component van J geldt:

]J :Mh|M:iJ,i(J—1),...,o\

Voor niet te grote waarden van Z is het totale impulsmoment van een elektronenconfiguratie
te bepalen d.m.v. de Russel-Saunders-koppeling ofwel LS-koppeling.

Voor het totale baanimpulsmoment geldt: L= > I_:z met L, =5 L,
i i

Als L en My, de bijbehorende quantumgetallen zijn van L2 en L., dan geldt:

L? = L(L + 1)h?
L,=Mph|Mp==+L+(L—-1),...,0

Met een gegeven configuratie kunnen verschillende waarden van L corresponderen, athanke-
lijk van de relatieve oriéntatie van de L;’s.
Analoog geldt voor het totale spinimpulsmoment: S = > 5;, met S, =>_5,;

i i

Als S en Mg de bijbehoren de quantumgetallen zijn van 52 en S, dan geldt:

52 = S(S + 1)h?
S, =Mgh | S, = +8,£(S —1),...,0

Met een gegeven configuratie kunnen weer verschillende waarden van S corresponderen,
afhankelijk van de relatieve oriéntatie van de Sy’s.

Het totale impulsmoment van een bepaalde configuratie volgt dan uit: J=L+S

Hierbij geldt voor J: J =L+ S,L+S—1,...,|L— 5]
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Molekuulfysica

Als een aantal atomen zich tot een molekuul verbinden, dan blijven de binnenste elektro-
nen vrijwel ongestoord en bij hun oorspronkelijke kern. Alleen de buitenste- en valentie-
elektronen gaan bewegen o.i.v. de resulterende krachten van de ionen en de onderlinge
afstoting tussen de elektronen.
Het eenvoudigste molekuul is het waterstofmolekuulion H; dat bestaat uit 2 protonen en 1
elektron. Voor de potentiéle energie geldt:
2
e 1 1 1

V= - = —+ -

4dmeg r ry T
Hierin vormen de 1-ste 2 termen de potenti€le energie tussen het elektron en de protonen en
de laatste term vormt de potentiéle energie tussen de protonen.
Als het elektron zich oorspronkelijk om één van de 2 protonen beweegt en het andere proton
bevindt zich op relatief grote afstand, dan is d golffunctie van het elektron ongeveer gelijk
aan de ls-functie van het waterstofatoom. Als de 2 protonen elkaar naderen en er een H,
molekuul gevormd is, dan wordt de molekulaire golffunctie bij benadering gevormd door
een lineaire combinatie van de waterstofatoom golffuncties ¥; en 5, corresponderend met
een elektron dat om één van de 2 protonen beweegt. Hierbij zijn er 2 mogelijkheden, t.w.
een even - en een oneven golffunctie (t.0.v. het middelpunt van het molekuul):

lpeven ~ wl + ¢2
woneven ~ wl - ¢2

De toestanden die bij deze golffuncties horen hebben een verschillende energie, nl. de o41s
toestand corresponderend met tepen heeft een lagere energie dan de o} 1s toestand corres-
ponderend met Yonepen- Dit komt omdat Yoneven K Weven in het gebied tussen de 2 protonen.
Als het elektron zich tussen de protonen bevindt, dan trekt het deze naar elkaar toe, twrwijl
als het zich buiten dit gebied bevindt het de protonen verder van elkaar tracht te verwijderen.
Een stabiele configuratie ontstaat dus als het elektron zich tussen de protonen bevindt.

Het energieverschil tussen de o4ls - en oy 1s toestand hangt af van de afstand tussen de
protonen. Daar de neg. aantrekkende potentiéle energie van het elektron groter is dan de
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pos. afstotende energie tussen de protonen in de o4ls toestand, neemt de totale energie af
als de afstand r tussen de protonen afneemt. In de o} 1s toestand daarentegen neemt de
totale energie toe als r afneemt. Als r kleiner wordt dan een bepaalde afstand rg, dan is
echter ook in de o41s toestand de afstotende potentiéle energie tussen de protonn groter dan
de aantrekkende energie van het elektron en neemt de totale energie toe als r afneemt.

V
De potentiaalkromme voor de o4ls toestand heeft een .
min. bij r = rg corresponderend met de evenwichtsaf- Ty 18
stand van de 2 protonen, hetgeen tot een stabiele con-
figuratie leidt. Dit i.t.t. de potentiaalkromme voor de
oy:1s toestand, die geen min. heeft en dus niet tot een \
stabiele configuratie kan leiden. De functie tepen heet 5 F,>=. e
daarom een bindende golffunctie, terwijl Yoneven €en niet- 7 0,18

bindende golffunctie is.

Bij een 2-atomig molekuul bewegen de elektronen niet in een centraal krachtveld en is het
impulsmoment L van een elektron dus niet constant. Als de verbindingslijn tussen de 2
kernen langs de Z-as ligt, dan snijdt de resulterende kracht op een elektron steeds de Z-as.
Het koppel op het elektron t.o.v. het midden O van de verbindingslijn van de kernen staat
dan loodrecht op de Z-as, zodat L dus constant is, met L, = mh | m = 0,+1,£2,.... De
toestand van het elektron wordt dan bepaald door A = |m|:

m: 0 +1 42 43
A 0 1 2 3
toestand: o w ) 10)

Elke impulsmoment toestand - m.u.v. o - is dus 2-voudig ontaard. Daar het elektron in elke
toestand spin op of spin neer kan hebben, kan de o-toestand 2 elektronen bevatten en de
overige toestanden 4.

Homonucleaire molekulen bestaan uit 2 identieke kernen; deze hebben een symmetriecentrum
O waarbij de waarschijnlijkheidsverdeling van een elektron in punten symmetrisch t.o.v. O
gelijk is. De golffunctie van het elektron moet in deze punten dus gelijk of tegengesteld
zijn. De molekulaire golffunctie van een 2-atomig molekuul is bij benadering een lineaire
combinatie van de afzonderlijke atomaire golffuncties. Voor het Ho-molekuul geldt voor de
potenti€le energie:

e2 1 1 1 1 1 1
V= —— ===+ — 4=
4meq T Ty Tre Ty T2 T

Hierin vormen de 1-ste 2 termen de wisselwerking van het elektron e; met de protonen p;
en po, de 3-de en 4-de term de wisselwerking van es met p; en po, de 5-de term de afstoting
tussen ej en ey en de laatste term de afstoting tussen py en pso.

De 2 elektronen bevinden zich in de o41s toestand met tegengestelde spin en vormen de sta-
biele configuratie (0,1s)?. Als de elektronen dezelfde spin bezitten, dan bevindt 1 elektron
zich in de o4ls toestand en de andere in de o} 1s toestand en vormen zo de (o4ls)(o;1s)
toestand. Deze is instabiel, daar de o}, 1s toestand domineert.

Het Hej-molekuul heeft 3 elektronen met als stabiele configuratie (o 41s)%(07:1s). Dit i.t.t.
het H, -molekuul waarvan de kernlading te klein is om tot een stabiele configuratie te leiden.
Het Hep-molekuul heeft 2 elektronen in de bindende toestand o41s en 2 in de niet-bindende
toestand o7 1s. Dit lijdt tot de configuratie (o,41s)?(0}1s)? die instabiel is, zodat helium een
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1-atomig gas is. Een Hez-molekuul is wel mogelijk als 1 van de o 1s-elektronen in de aan-
geslagen 0,2s toestand overgaat, wat tot de stabiele configuratie (o,1s)?(0}:1s)(0,2s) leidt.
In het algemeen ontstaat er een molekulaire binding als 2 elektronen met tegengestelde spin
zich concentreren in het gebied tussen de 2 atomen, d.w.z. als ze bindende molekulaire golf-
functies hebben.

Bij heteronucleaire molekulen zijn de kernen verschillend, zodat de Coulombinteractie van
elke kern met de elektronen verschillend is, waardoor het molekuul geen symmetrisch cen-
trum meer heeft. De stabiele structuur die ontstaat als de 2 elektronen zich tussen de 2
atomen bevinden is nu niet meer symmetrisch. Het molekuul heeft dus een asymmetrische
ladingsverdeling. d.w.z. is gepolariseerd. Een dergelijke binding heet ionenbinding, i.t.t.
de binding bij homonucleaire molekulen die covalente binding heet. Daar de 2 kernen A
en B niet identiek zijn, is de bindende molekulaire golffunctie van de vorm:

[0 = ¢a+ M|

Hierin zijn ¥4 en ¥ p de atomaire golffuncties van de beide elektronen m.b.t. elke kern en is
A een parameter die experimenteel bepaald moet worden.

De Morsepotentiaal is een uitdrukking voor een gebonden toestand van een 2-atomig
molekuul bij een gegeven elektronen configuratie:

vor=oi- ]

ea(r—ro)

Hierin zijn D, a en rg constanten die afhangen van het soort molekuul.

V(r)
Het min. van V (r) volgt uit %{ =0:
2L PR g o
ca(r—ro) ea(r—ro) ea(r—ro)
r=ro— V(rg) =0
Tevens geldt dat 70151010 V(r)=D en 71}3(1) V(r) = D(1 — e®0)2, ° %

De laatste limiet zou oneindig moeten zijn, hetgeen een tekortkoming van de Morsepotentiaal
vormt.

De potentiéle energie van een 2-atomig molekuul met ionenbinding is bij benadering van de
empirische vorm:

2 b
V)= ———— + —

Admegr 19

Hierin is de 1-ste term de Coulombaantrekking tussen de ionen en de 2-de term de afstoting
tussen de kernen en de gevulde elektronenschillen, die vanwege de r~?-afhankelijkheid alleen
op kleine afstand van belang is.

. % e? 9 e2rd
Het min. van V(r) volgt uit o =0: W 0= — Somes
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Substitutie van b in V(r) geeft de dissociatie-energie Ds van het molekuul:

Re?

Dy=————
367T6()T’0

Bij een 2-atomig molekuul dat als een star lichaam wordt opgevat en waarvan de hoofdtraag-
heidsassen samenvallen met de verbindingslijn N1 N2 van de 2 kernen en de lijn loodrecht op
N1 Ny gaande door het massamiddelpunt M van het molekuul, staat het totale impulsmo-
ment L van het molekuul bij rotatie om M loodrecht op N1 Na. Als d(N1N2) = rg en p is de
gereduceerde massa, dan is het traagheidsmoment I van het molekuul t.o.v. een as loodrecht
op N1 Ny door M gelijk aan I = ur3. — E,. = L?/21I.

Substitutie van L?> = (I + 1)h% | | € IN geeft voor de rotatie-energie van een 2-atomig
molekuul:

h2
E, = —
Y

1(z+1)| le N

Voor het energieverschilo tussen 2 rotatieniveaus corresponderend met [ en [ 4+ 1 geldt dan:
AE, = (R?/2D)[(1 4+ 1)(1 +2) = I(1 + 1)] —

h2
AB, = = (I+1) | le N

De kernen in een molekuul voeren t.o.v. elkaar een trillende beweging ofwel vibratie uit.
De potentiéle energie van een 2-atomig molekuul is bij benadering gelijk aan die van een
harmonische oscillator. Als w = \/k/u de hoekfrequentie van de trilling is, dan geldt voor
de vibratie-energieniveaus van een 2-atomig molekuul:

E,=(n+4Hhw|nelN

Voor de totale molekulaire energie van een 2-atomig molekuul geldt dan:

2

E=—
o1

(I+1)+(n+3hw | nleIN

Als monochromatische straling met een frequentie v op een stof valt waarvan de molekulen
zich in de vibratietoestand v bevinden, dan kunnen deze in een aangeslagen toestand over-
gaan. Als deze toestand instabiel is, dan kunnen de molekulen terugvallen naar hun begin-
toestand zodat straling met dezelfde frequentie wordt uitgezonden in de vorm van Rayleig-
hverstrooiing. Als de molekulen naar een ander vibratieniveau vallen direct onder of boven
het beginniveau, dan wordt straling uitgezonden met een frequentie v + v, of v — v, in de
vorm van Raman-verstrooiing.

Bij een bepaalde elektronenconfiguratie hoen vele vibratietoestanden en met elke vibratie-
toestand corresponderen verschillende rotatietoestanden. Als E. de elektronenenergie is van
een 2-atomig molekuul in de grondtoestand, dan geldt bij benadering voor de total energie
van het molekuul: £ = FE, + E, + E,

De frequentie van de uitgezonden of geabsorbeerde straling is dan van de vorm:
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AFE
V== + v (") + vy (V" 0)
Voor een bepaalde elektronenovergang ontstaat zo een serie banden, waarbij elke band cor-
respondeert met een bepaalde waarde van v” en v’ en alle mogelijke waarden van [” en

.
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Kernfysica

Een atoomkern is opgebouwd uit nucleonen, t.w. het proton en het neutron, die beide
spin—% deeltjes zijn en door de sterke wisselwerking bijeen worden gehouden.

Het atoomnummer Z is het aantal protonen in de kern en het massagetal A het aantal
nucleonen. Voor het aantal neutronen N geldt dan:

Nucleiden zijn kernen met gelijke Z en N (en dus gelijke A). Bij lichte kernen is N ~ Z,
bij zwaardere kernen is N > Z om zo de Coulombkracht tussen de protonen te verminderen
en de kern te stabiliseren.

Isotopen zijn nucleiden met dezelfde Z maar verschillende N en A. Alle isotopen met een
bepaalde Z behoren tot hetzelfde chemische element.

Isotonen zijn nucleiden met dezelfde N maar verschillende Z en A.

Isobaren zijn nucleiden met dezelfde A maar verschillende Z en N.

De atomaire massa-eenheid u wordt gedefinieerd als het 1/12-deel van de massa van het
atoom 2C en is ongeveer gelijk aan 1,7.1072"kg.

De relatieve atoommassa M van een element is de gemiddelde massa van de natuurlijke
isotopen van dat element.

De constante van Avogadro N4 is het aantal atomen of moleculen in 1 mol van een stof.
Daar 1 mol van een stof per definitie de massa van 1073 Mkg is, met M uitgedrukt in u, en
de massa van 1 atoom ong. gelijk is aan 1,7.1072" Mkg, geldt:

. 107°M
71,7107 M

Het aantal atomen in 1 mol is dus voor alle stoffen gelijk.

A ~ 6,0.10% /mol

Experimenteel blijkt dat de kernstraal Ry, ong. evenredig is met A'/3 (met 79 ~ 1,3.10°m):

Rk ~ T0A1/3

Voor bolvormige kernen geldt voor het volume bij benadering: Vj, = §WR3 = %7’[’7“8.4 —

Vi =~ 1074 A

Daar de massa van een kern ongeveer gelijk is aan 1,7.10727 Akg, geldt voor de gemiddelde
dichtheid:

_ 1,7.107%* Akg
P 0 Am3

Het resulterende impulsmoment van een kern, de kernspin f, is de som van het baanim-
pulsmoment en de spin van de nucleonen. Voor de grootte geldt:

I=h/IT+1)

De component van de kernspin in een gegeven richting is mshlmr = £I,£(1 —1),..., i%, 0,

~1,7.10"kg/m?

hetgeen 21 4+ 1 mogelijke oriéntaties van I geeft.
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Alle stabiele even-even kernen (N en Z even) hebben in de grondtoestand I= 0, daar gelijke
nucleonen hun impulsmomenten in tegengestelde richting trachten te paren. Dit heet het
paringseffect.

Alle even-oneven kernen (N of Z oneven) hebben halftallige impulsmomenten en wordt de
kernspin i.h.a. geleverd door het totale impulsmoment van het laatste ongepaarde nucleon.
Alle oneven-oneven kernen (/N en Z oneven) hebben 2 ongepaarde nucleonen (een proton en
een neutron) en hebben een heeltallige spin, daar het totaal aantal nucleonen even is.

Voor het resulterende magnetisch dipoolmoment M van een kern geldt:

ya gre 7
2my,

Hierin is g; de kerngyromagnetische verhouding.

- el emph
Voor de component van M in een gegeven richting geldt: M, = grelz _ gIemin _ UNGImMT
2my, 2my,

Hierin is pun ~ 5.10727J /T het kernmagneton waarvoor geldt:

__eh
BN = 72mp

Voor een proton en neutron in rust op grote onderlinge afstand geldt dat hun totale energie
gelijk is aan de som van hun rustmassa’s: E = (m, + m,)c?

Als de onderlinge afstand klein genoeg is om een deuteriumkern te vormen en daarbij om
hun mmp draaien, dan geldt: E = (m, +my)c2 +V + T

Daar de kernkracht aantrekkend is en V,, = 0, is V' < 0; daar de deuteriumkern stabiel is, is
dus [V|>T =V +T <0— E' < E — er komt energie vrij als een proton en een neutron
tot een deuteriumkern fuseren. De vrijkomende energie heet de bindingsenergie Ej.

De gemiddelde bindingsenergie per nucleon is een
maat voor de stabiliteit van de kern, waarbij er een o

max. is rond A = 60. Bij fusie van 2 lichte kernen \
en splijting van 2 zware kernen komt dus energie r

vrij.

Voor A > 10 is de bindingsenergie per nucleon on-
geveer constant, hetgeen betekent dat elk nucleon
alleen met de nucleonen rondom zich in wisselwer-

king treedt, onafhankelijk van het totaal aantal nu-
cleonen; dit verschijnsel heet kernkrachtverzadi-

ging.

0 A

Een empirische formule voor de bindingsenergie van een kern wordt gegeven door de
Formule van Weizsicker:

Ey=a1A— a2A2/3 — (13Z2A_1/3 — a4(N — Z)QA_l )

Hierin is § = a5 A~3/4 voor even-even kernen, § = 0 voor even-oneven kernen en § = —az A~3/4
voor oneven-oneven kernen, en geldt voor de overige constanten a; ~ 16, as ~ 18, agz =~ 1,
as ~ 24 en az ~ 34.
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De kernkracht die de atoomkern bijeenhoudt heeft een zeer korte dracht, t.w. ong. 10~1%m
Op grotere afstand overheerst de Coulombafstoting. Tevens is de kernkracht onafhankelijk
van de elektrische lading; protonen en neutronen kunnen daarom m.b.t. de kernkracht als
equivalente deeltjes worden opgevat. De kernkracht hangt wel af van de relatieve oriéntatie
van de spins van de nucleonen, en is ook niet volledig centraal, daar het baanimpulsmoment
van de nucleonen niet constant is t.0.v. hun mmp. Tevens heeft hij een afstotend centrum,
d.w.z. op uiterst kleine afstanden wordt hij afstotend.

De kernkracht volgt uit een scalarveld voor spin-nul mesonen:

2.2 2
9 m-c 1 0
< hr 6t2> 0

Substitutie van ¥ (r,t) = &(r)T(t) geeft:

d — J =5
() =Ze%

Experimenteel blijkt dat mec/h overeenkomt met de massa van pionen. De interactie tussen
2 protonen of 2 neutronen vindt dan plaats d.m.v. uitwisseling van een 7%-meson en die

tussen een proton en een neutron d.m.v. een m¥-meson.

Een atoomkern kan net als een atoom in een grondtoestand en in aangeslagen toestanden
voorkomen. Hierbij vertonen de verschillende kernniveaus ook een schillenstructuur en wel
een dubbele, nl. één voor protonen en één voor neutronen.

Magische getallen zijn die waarden van Z of N die gelijk zijn aan 2,8,20,28,50,82 en 126.
Bij deze waarden zijn de kernen bijzonder stabiel - overeenkomend met gevulde schillen
- en hebben zeer een grote eerste aanslagenergie. De magische getallen ontstaan doordat
er in de kern naast de gemiddelde centrale kracht (elk nucleon kan worden opgevat als
bewegend in een gemiddeld krachtveld dat door de andere nucleonen wordt Opgewekt) ook
een sterke sp1n—baanw1sselwerk1ng optreedt die evenredig i met L-S. Daar § parallel of
antiparallel met L kan zijn, wordt elk (n,l)-kernniveau (met n het hoofdquantumgetal en
[ het baanimpulsmomentquantumgetal) in 2 niveaus gesplitst, zodat elk niveau beschreven
wordt door (n,l,j) met j =1+ % De energiesprongen bij de magische getallen ontstaan
nu als een volgende hogere waarde van I optreedt, waardoor een grote spin-baansplitsing
optreedt.

FEen atoomkern kan in verschillende trillingstoestanden verkeren waarbij de kern i.p.v. een
bolvorm een ellipsoidale vorm heeft. Hierbij draaien de deformatie-assen in de ruimte (echter,
niet de nucleonen). Daar de bijbehorende rotatie-energie gequantiseerd is, heeft de gedefor-
meerde kern verschillende rotatie-energieniveaus. Tevens kunnen er verscheidene aangeslagen
vibratietoestanden optreden die een constant energieverschil hebben van Aw, met w de hoek-
frequentie van de vibratie.

Een aangeslagen kern kan door uitzending van elektromagnetische straling weer naar de
grondtoestand terugkeren. Hierbij vinden, i.t.t. atomen en molekulen waar alleen elektrische
dipoolovergangen van belang zijn, vaak hogere orde elektrische - en magnetische multipool-
overgangen plaats.

Een isomeer is een kern in een aangeslagen toestand met een vrij lange levensduur.
Instabiele kernen kunnen d.m.v. radioactieve straling naar een stabielere kern overgaan. Dit
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kan via a-straling (3He-kernen), B-straling (elektronen of positronen) en ~-straling. En
zijn 3 natuurlijke radioactieve reeksen, t.w. de uraniumreeks, de |bf actiniumraaks en de
thoriumreeks.

Experimenteel blijkt dat als Ny het aanvankelijk aantal instabiele kernen is, er na een tijd ¢
gemiddeld nog N over zijn waarvoor geldt:

Hierin is A de desintegratieconstante is s~! en hangt af van het soort nucleide.
De halveringstijd 7 is de tijdsduur waarin Ny tot de helft gereduceerd is.

Stel: N = %Ng ent=7— %No =Noe M =M =2

_In2
T
dN
Uit T —ANpe M volgt:
dN
— = —AN
dt

De activiteit van een stof wordt gedefinieerd als |dN/dt| en wordt uitgedrukt in curie.

N
N, N

| B Bl T

o i -eing 0 e ¢

Radioactief verval als functie van ¢ Vorming van een nucleide als functie van ¢

Als een radioactieve nucleide met een snelheid van g kernen per sec. gevormd wordt en
tegelijkertijd desintegreert met een snelheid van AN kernen per sec., dan geldt voor het

dN
netto aantal gevormde kernen per sec.: T g— AN —In (N — % =-Xt+C
Cp _ g\ _ 9 g\ _
Stel: t—0:>N—O—>1n(—>\> —C—>1n(N—)\> —ln(—)\) = -\t —

N = %(1 — e

Als een radioactieve nucleide A met A = A4 in een radioactieve nucleide B met A = A

t

dN
vervalt, dan geldt: oA —AaNg — Ny = NA70€_>\A —

Er worden Ay N4 kernen per sec. van B gevormd, die echter met een snelheid A\ Np kernen
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per sec. vervallen. Voor het netto aantal gevormde kernen van B geldt dus:

dN.
—2 = AaNa = ApNp = AaNage M = ApNp
De oplossing van de bijbehorende homogene DV is: Ng = Re™*5¢
N

Substitutie van Ng = R(t)e” 5% en dd—tB = R'(t)e 8! — ApR(t)e ! in de inhomogene DV

AaN AaN
geeft: R(t) = 2ATA0 (O |y N = ﬂ[e(AB#‘A)t + K]

AB — A4 AB — Aa
Stel: t=0—-Ng=0—K=-1—

Np = AiANAO(efAAt —eBt)
AB — A4 ’

Als B in een stabiele nucleide C vervalt, dan zal na verloop van tijd het aantal kernen van
C naar N4 o naderen.

Het a-verval is te schrijven als:

24X — 473V +4He

Daar de energie van een a-deeltje in een kern kleiner is dan de hoogte van de Coulombbarriere,
kan het alleen aan de kern ontsnappen d.m.v. het tunneleffect.

Het S~ -verval is te schrijven als:

Q‘X—>§+1Y—i—e*

Hierbij wordt dus een neutron vervangen door een proton.

Het ST -verval is te schrijven als:

‘§X —>‘§_1 Y +et

Hierbij wordt dus een proton vervangen door een neutron.

Dit is ook mogelijk d.m.v. elektronvangst, waarbij een s-elektron door de kern wordt
ingevangen:

dX+e =4, Y

Hierna volgt ~-straling van de dochterkern, daar een buitenelektron de opengevallen plaats
van het s-elektron opvult.
Bij het p-verval en elektronenvangst wordt er tevens nog een (anti)neutrino uitgezonden dat
energie en impuls draagt.

Bij een kernreactie treedt een wisselwerking tussen 2 kernen op waardoor een hergroepering
van de nucleonen ontstaat. Bij een lage botsingsenergie van de inkomende kern m; (i.h.a.
een proton, neutron, a-deeltje of deuteron) wordt eerst een tussenkern gevormd, waarna deze
naar de grondtoestand terugkeert onder uitzending van de inkomende kern of op een andere
wijze. Bij een stripreactie wordt geen tussenkern gevormd.

Bij verstrooiing zijn de inkomende- en uitgaande kern hetzelfde. Bij een elastische verstrooi-
ing blijft de doelkern M; in dezelfde toestand achter, bij een onelastische verstrooiing in een
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andere toestand.
Voor de energie ) van een kernreactie M; +m; — My + my geldt:

Q = [(M; + mi) — (Mg + my)]c?

Voor @ < 0 moet T}, > T}y om de reactie mogelijk te maken. Uit het energiebehoud volgt:

mivf 1 2 My
Tnin = =Q + Tramp(m,421) = —Q + 3 (mi+i\4i)7(m+“)2 =-Q+gmivy
7 K3 7 2
m;
Tonin = — Tmin——5 —
mn Q+ man+Mz

Kernsplijting ontstaat als een kern door neutronvangst in een aangeslagen toestand raakt
en daarbij boven de drempelenergie komt. Bij vangst van een thermisch (=langzaam) neu-
tron is de bindingsenergie van het neutron al voldoende om bv. 23°U te splijten. Om 33°U
te splijten is een snel neutron nodig met een 7" ~ 1MeV. Het verschil komt voort uit de
paringsenergie van de even-oneven kernen (33°U) en even-even kernen (33°U). Bij fotosplij-
ting wordt een kern aangeslagen door absorptie van vy-straling met E > Egrempe-
Kernsplijting ontstaat doordat de aangeslagen kern in trilling raakt waardoor hij deformeert.
Als de deformatie groot genoeg is, dan kan de kern t.g.v. de Coulombafstoting splijten. Hier-
bij komen neutronen vrij en verkrijgen de splijtingsfragmenten een grote kinetische energie.
De vrijgekomen neutronen kunnen op hun beurt weer andere kernen splijten, enz. waardoor
een kettingreactie ontstaat.

Kernfusie treedt op als 2 lichte kernen fuseren tot een zwaardere kern. Daar de bindings-
energie van de 2 lichte kernen kleiner is dan die van de gefuseerde kern, komt er energie
vrij.
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Elementaire deeltjes

Alle materie en straling is opgebouwd uit elementaire deeltjes. Deze zijn te verdelen
in fermionen, halftallige spindeeltjes die de Fermi-Dirac statistiek volgen en de materie
vormen, en bosonen, heeltallige spindeeltjes die de Bose-Einstein statistiek volgen en de
velddeeltjes vormen die de kracht tussen de fermionen dragen. De fermionen bestaan uit de
baryonen en leptonen, waarbij de baryonen opgebouwd zijn uit 3 quarks. De hadronen
bestaan uit de baryonen en de mesonen, waarbij de mesonen zijn opgebouwd uit een quark
en een antiquark.

m in MeV Fermionen Bosonen
(gemid.) Baryonen | Leptonen
93.000 A
83.000 W-Ww+
Hyperonen
1672 Q- QF
1320 0-0%e+
1190 DI I ey
1115 A
Nucleonen
939 n
938 P
Mesonen
549 n°
495 K KK+
137 it
106 popt
0.511 e et
0 VeV Vs ol

Voor de verhouding van de krachten tussen de deeltjs geldt:

sterk : elektromagnetisch : zwak : gravitatie=1:1072:10"7: 1073

Alle fermionen voelen de zwakke- en elektromagnetische kracht; alleen de quarks voelen de
sterke wisselwerking.

De wisselwerking tussen elementaire deeltjes wordt opgewekt door de lading die de deeltjes
bezitten.

Een veld geeft de sterkte en vorm weer van de invloed die de lading van een deeltje op
de omringende ruimte uitoefent. Hierbij kan aan elk punt P(ct,z,y,z) = x* een “object”
worden gekoppeld: en scalar geeft een scalarvld ¢(z*), een viervector geeft een vectorveld
A% en een tensor geeft een tensorveld T,g3.

De veldsterkte wordt bepaald door de ladingsverdeling over de ruimte en de veldvergelij-
kingen die de sterkte van de invloed van de ladingen beschrijven.

De kracht die een deeltje ondervindt wordt dan gegeven door:

kracht = veldsterkte x lading

Daar velden tevens deeltjeseigenschappen bezitten vervaagt het onderscheid tussen deeltjes
en hun wisselwerking in de quantumveldentheorie.
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De potentiaal V(r) behorende bij een kracht waarvan het ijkboson, de drager van de kracht,
geen rustmassa heeft, is van de vorm:

Vi) =2

Hierin is ¢ de lading die de potentiaal opwekt. Een dergelijke kracht heeft een oneindige
rijkwijdte.
Als de rustmassa mg # 0, dan geldt voor de kracht bij benadering;: vr)

h hc
~—=— | Ey=mdc?
mopc EO 0 me

Klassiek geldt dan de Yukawapotentiaal:

Hierin is g = 1/ = myc/h.

De potentiéle (interactie)-energie tussen 2 deeltjes met lading g is dan:

g2
Eipy=gV(r) = 76_‘“T

De interactielengte \;,; wordt gedefinieerd als:

T Eint'r 92
Er geldt nu: - -9
P A T The T he

Hierin is de dimensieloze grootheid g /he de koppelingsconstante die een maat voor de
sterkte van de kracht is.

ek

Voor relativistische deeltjes geldt: E ~ pc — Ap ~ p ~ E/c; substitutie in AzAp > h geeft:

hic
Axr > —
Y=g

Voor een relativistisch vrij deeltje geldt: E? = p?c? + mic?
Substitutie van E — ih(9/0t) en p — —ihV, met ¥(r,t) de golffunctie van het deeltje, geeft
de relativistische energievergelijking voor een vrij deeltje:

9w
*h2w = *h202v2\1] + m%c4\11 —
Klein-Gordonvergelijking:
m3c? 1 0%
Vi - o=
h? 2 ot?

Voor een foton is mg = 0 en gaat de KG vergelijking over in de golfvergelijking.
Door de aanezigheid van de factor 9?¥/9t? kan de KG vergelijking wel bosonen maar geen
fermionen beschrijven.
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Een massief scalarveld wordt beschreven door de veldvergelijking:

1 9%
Vi@ e e

Substitutie van ¢(z,y, z,t) = ¢oetFertikyytikzz—ivt | 40 c €' geeft:
[(w/e)? — (k3 + k2 + k2) — p?]¢ = 0; als ¢ # 0, dan volgt hieruit:

w? = Ak + Ap?

Vergelijking met E? = |p]2¢? + m2c* geeft E = hw en p= hk en m = hu/e —
De veldvergelijking voor ¢ hoort dus bij massieve (spin nul) deeltjes met massa hu/c.

Voor een stationair massief scalarveld met een puntlading in de oorsprong geldt:

1
Bij overgang op bolcodrdinaten is dit te schrijven als: — - g <ra¢> =2 | r#£0—
r2 Or \ Or
C
_ e
olr) = e

In de relativistische formulering van de Schriédingervergelijking voor vrije spin—% deeltjes
is H de energie-operator die correspondeert met de energie in E? = p2c? + m3ct. Omdat

E = /p%c + m3ct, moet H een lineaire combinatie zijn van p en mg, d.w.z.:
E = \/p*c + m3ct = c(aips + aopy + asp, + Bmoc) = c[(@ - p) + Bmoc]
Kwadratering van beide leden van deze gelijkheid en vergelijking geeft:

arag +asa; =0 A a8+ Pa; =0

sz +agas =0 A agf+ Bas =0

agog +ajaz3 =0 A agfB+ Bag =0

De oplossingen zijn te schrijven als (4,4)-matrices:

000 1 0 0 0 —i 00 1 0
00 1 0 00 i 0 0 0 0 -1
“a=lg 100 2 oo o0 | "®T|1 0 0 0o [N
1000 i 0 0 0 0 -1 0 0
10 0 o0
01 0 0
B=100 -1 o
00 0 -1

De Pauli spinmatrices o,, 0, en o, worden gedefinieerd als:

0 1 0 —i 10
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QL
QI <&y
L Q

() ()

De Schrodingervergelijking HW (7) = EW¥(7) is nu te schrijven als:
c[(a@ - p) + Bmoc]¥ () = EV(7)
Substitutie van p'— —ihV geeft de Diracvergelijking:

| c[—iha - V + Bmoc]¥(7) = BU(7)|

Daar ai,a9,a3 en [ (4,4)-matrices zijn, is W(7) een viercomponent golffunctie, een zgn.
spinor. De Diracvergelijking is nu te schrijven als:

0001 0 0 0 —i 0 0 1 0
. 010 0 . 0 0 ¢ 0 0 ) 0O 0 0 -1 0
“hel o 100 lar Lo =0 0 |lag ™l o0 0 0 |8t
i 1 0 0O i 0 0 0 0 -1 0 O
10 0 0 Uy (7) W (7)
01 0 0 () | _ (1)
00 -1 0 || w® |TF| v | 7
00 0 -1 Wy(7) Wy (7)
3\ v 1\
_ihcaax4 - hcaay4 — ihcaazg + moc2\I/1 = FEU,
ov ov ov
—ihe—2 4+ he—2 + ihe 4+m002\II2:E\IJ2
Ox y 0z
—
ov ov ov
—ihc 8302 — hec 6y2 — ihc 821 — moc?TUy = By
—ihcaq]l + hcaq]l + ihcaq]Z — mc?Vy = B0y
oz oy 0z
v
(E — moc?) ¥y + mcaa;’ +ihc (C,ic - iﬁy) Uy =0
o
(E — moc?) Uy + ihe (889: + z';y) Uy — z’hcaaz‘* =0
el S o .0 9
— — — i) Uy + (E Ty =
zhcaz +m€<8x Z@y) 2+ (E 4+ moc”)¥s3 =0
(0 0 L O, )
hic| = 4+is ) Uy —ilic—— + (E vy =
zc<8x+zay> 1 zhcaz + (E+moc*)¥y =0
, OL; - 2 R 2
th—= = L:H — HL. = (zpy — yps)(cd -+ fmoc”) — (cd - '+ fmoc™) (zpy — ypa) &
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ihaLz— —ch? <£L‘a— 8) (a g%—a 2—|—oz 8) —
ot ay  Yor)\“ar T Moy T M5,

ch? <a E—Fa E—Fa 8> (a:a— 8) &
Yo 28y 29z oy Y ox

OL. ) ) .
ih—= = —ch? (an - y) = ihc(agpe — oapy) # 0 —

ot 0 0
L, is geen bewegingsconstante in de relativistische Diracvergelijking.
_0(tho 0 0 .
Zh(Q@tZ) = %O‘ZH — H%O’Z = ch? (OQ@JU — o Oy) = ihc(oops — a1py) # 0 —

i (L. + $ho.) = (L. + 3ho.)H — H(L: + }ho.) =0 —

In de relativistische mechanica is L, + %haz een bewegingsconstante. Dit geldt ook voor de

9~ en z-componenten, zodat algemeen L+ %FLE een bewegingsconstante is. De grootheid %h&’

is de intrinsieke spin van het deeltje, met als grootte %h.

Stel: h=c=1—6,6.1002GeVs=1A2,0.1075GeVm=1 —

Als de energie in GeV wordt uitgedrukt, dan is de eenheid van tijd 6,6.107?°s en de eenheid

van lengte 2,0.107'm. De energie-impulsvergelijking is nu te schrijven als E? = p? + m?
e? _ e? 1

4rhvey 4w 137

T-p=xjpj = 11p1 + T2p2 + T3P3 = TP = TPy = ToPo — T1P1 — Top2 — w3p3 =tE —T-p

Stel: W(t, ) = k7= substitutie van £ = w en = k geeft: W(t, T) = /P7-FH)

Stel: po = eg = 1 — fijnstructuurconstante o =

U(t, ) = e'Pun)

0 0 0 0 iq . .
= — — +~— — =— — 7— — 10, is de vierimpulsoperator —

a“:aTC“ ot Oxy  Ozy  Oxs

aM\I](tv f) = pu\ll(tv CE)

Het elektron e~ is een lepton met een massa van ongeveer 0,511MeV, een diameter van

minder dan 10~ '"m, een spin s = %(% + 1)% en een hiermee geassocieerd magnetisch mo-

ment [ = gupS/c, met pup = eh/2m en volgens de Diractheorie een Landéfactor g = 2,0.
Door de continue emissie en absorptie van fotonen door het elektron is g iets groter dan 2,0.
Het antideeltje van het elektron is het positron e™.

De lichtste hadronen worden gevormd door de nucleonen, te weten het positief geladen
proton p en het iets zwaardere ongeladen neutron n; aangeslagen zwaardere deeltjes hiervan
vormen de hyperonen. Aangeslagen deeltjes heten ook wel resonanties.

Bij B-verval gaat een neutron over in een proton, elektron en een ongeladen lepton, te weten
een anti-elektron neutrino 7,:

n—p+e +1,

Hierin is de massa van het antineutrino minder dan 10eV of nul.
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In een atoomkern kan een proton overgaan in een neutron, positron en een elektron neu-
trino v,.:

p—ont+et +v,

Deze transformatie is niet mogelijk voor een vrij proton, daar m,, .+ < my; in een atoomkern
is de bindingsenergie van het neutron echter groot genoeg om de transformatie wel te laten
plaatsvinden.

Het muon p* is een lepton ongeveer 200 maal zwaarder dan het elektron dat o.a. ontstaat
bij het verval van m-mesonen. Daar de elektromagnetische vervalreactie u= — e~ + « niet
voorkomt, is het muon geen zwaar elektron maar een ander soort lepton. Een muon kan in
een elektron overgaan d.m.v. de reactie:

poo— e + vty

Hierin is v, het muon neutrino met m, < 250keV.

Bij alle reacties waar leptonen in optreden geldt dat het netto aantal leptonen behouden
blijft:

’Zne = const. A ) n, = const.

Hierbij gelden de volgende waarden voor n. en n:
ne = 0 voor /ﬁ, Vys Uy Me = +1 voor €7, v, en ne = —1 voor et Ue.
n, = 0 voor eiﬂ/e,ﬁe, ny, = +1 voor p~, v, en n, = —1 voor wt, 7

Het tauon 77 is een lepton ongeveer 17 maal zwaarder dan het muon dat o.a. ontstaat uit

elektron-positron botsingen:

et +e” =7t 477

Het tauon kan vervolgens vervallen d.m.v. de reactie:

T
T — e + Vet Vs

Hierin is v; het tau neutrino met m, < 70MeV.

Alle 3 soorten leptonen zijn puntvormige spin—% deeltjes die de zwakke - en elektromagne-
tische wisselwerking voelen. Ook voor het tauon en tau neutrino geldt leptonbehoud:

’an = const.

De hadronen worden gevormd door groepen deeltjes die bijna dezelfde massa en dezelfde
sterke wisselwerking hebben. Deze multipletten worden geklassificeerd door het quantumge-
tal I, de zgn. sterke isospin. Zo is voor het nucleon I = %, met I3 = % en [, 3 = —% t.0.v.
een as in de interne isospinruimte (die niet verbonden is met de fysisc he ruimte). Voor het
m-meson is I = 1, met Is = 1,0, —1. Bij sterke wisselwerkingen blijft I behouden.

Vreemde deeltjes, zoals de hyperonen, zijn zware hadronen die in sterke wisselwerkingen
ontstaan, maar via de zwakke wisselwerking vervallen. Ze worden gekenmerkt door het
quantumgetal S, zijnde de vreemdheid, die bij de sterke wisselwerking behouden blijft. Bij
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de zwakke wisselwerking is een verandering |AS| = 1 wel mogelijk.
De sterke hyperlading Y wordt gedefinieerd als:

Hierin is B het baryongetal, en wel +1 voor baryonen en nul voor bosonen. Voor het
antihadron van een hadron (Y, B, S) geldt nu (-Y, —B, —5).
Empirisch geldt nu voor het verband tussen @, I3 en Y:

Q=1I3+3Y

Q, I, I3, B en S zijn behouden bij de sterke wisselwerking, terwijl bij de zwakke wisselwerking
alleen Q en B behouden blijven.

De (lichte, laagste energietoestand) baryonen en mesonen vormen (Y, I3)-multipletten, te

.1+ . 1+ . — .
weten een spin-5  octet en spin-15 ~ decuplet van baryonen, en een spin-0~ octet en - singlet
en een spin-1— octet en - singlet van mesonen. De spin van de 3 quarks in de baryonen kan
% of 1% zijn; de spin van de 2 quarks in de mesonen is nul of 1.

Y Y
- 0 + ++
Q 141 op Ao % 1+ Ao Ao
> 0 >t > »0 >t
-1 A 1 I3 -1 1 I3
o —] ° o —] °
S oo (S e
—200)—
Y Y
° 1+ ° ° 1+ °
K*O K*+ KO K-‘r
—1 b 1 I3 ~1 " 1 I
K~ 11 K Ky 4 K

Er zijn 6 verschillende soorten quarks, met als voornaamste eigenschappen:
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quark | spin (k) | B | Q(e) | m (MeV)
u /2 | 1/3 | +2/3 5
d /2 | 1/3|-1/3 8
s /2 | 1/3|-1/3 175
c /2 | 1/3 | +2/3 1270
b /2 | 1/3 | —=1/3 | 4200
t 1/2 1/3 | +2/3 | £1,7.10°

De voornaamste zwakke wisselwerkingen tussen de quarks zijn: d > uAc—> sAt —b

De wisselwerking tussen deeltjes geschiedt d.m.v. het uitwisselen van veldbosonen. Daar
het foton massaloos is, kan het volgens de onzekerheidsrelatie AEAt > h een willekeurig
kleine energie bezitten en dus willekeurig lang bestaan. Hieruit volgt dat de rijkwijdte van
de elektromgnetische wisselwerking oneindig is. De veldbosonen van de zwakke wisselwer-
king, W en Z°, zijn zeer zwaar, waardoor de rijkwijdte van de zwakke wisselwerking slechts
107'"m is. De reden hiervan is dat de sterke wisselwerking (overigens net als de andere
wisselwerkingen) een zgn. ijkkracht is. De kernkracht tussen nucleonen is ene uitvloeisel
van de sterke wisselwerking en wordt gedragen door m-mesonen.

Behalve het afstoten of aantrekken van deeltjs kan een kracht ook een deeltje in andere deel-
tjes transformeren. Voor de vervaltijd van de respectievelijke wisselwerkingen geldt globaal:

zwakke wisselwerking BT e+ v+, | TA107%
elektromagnetische wisselwerking 70 — v+ | 7 ~ 107 1%s
sterke wisselwerking AT s p+at | 7= 10725

De dwarsdoorsnede voor een (verstrooiings)reactie is het equivalente oppervlak van een
deeltje dat aan de reactie deelneemt. Als d de dikte van het doel is, n het aantal deeltjes
hierin per volume-eenheid, o de dwarsdoorsnede van de deeltjes en N het aantal opvallende
deeltjes, dan geldt voor het aantal verstrooide deeltjes: Ny = Nndo. Als df) de ruimtehoek
is bij het doel in een bepaalde richting, dan geldt voor het aantal deeltjes dat binnen df2
verstrooid wordt:

do
N, = NndSZ AQ
"0

Hierin is do /dS) de differentiéle dwarsdoorsnede in een bepaalde richting en wordt uitgedrukt
in m?/sterad of brn/sterad, waarbij 1 barn = 10~24m?.
Voor de totale dwarsdoorsnede o geldt dan:

do
o= [ —=dQ2
/ dQ2
De niet-relativistische spin op - en spin neer toestanden van een elektron zijn te beschrijven
d.m.v. een spinor @s:

spin op: ¢4 = (1) en spin neer: ¢_ = [(1)]

Daar er in totaal 4 toestanden van een elektron zijn, te weten 2 met pos. energie en 2 met
neg. energie (elk met een ¢4 en een ¢_), wordt een relativistisch elektron beschreven d.m.v.
een viercomponenten spinor u(p, s), waarin p de vierimpuls is en s de 3-de component van
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de spin:

bs
u(p,s) =vVE+m| (¢ P)ds
E+m

Hierin is ¢ = ¢4 voor s = :I:%, p de impuls en ¢ de Pauli spinmatrix.

Voor de golffunctie van een vrij relativistisch elektron met vierimpuls p,, geldt dan:

b(p, s) = u(p, s)e”Pnon

Deze golffunctie voldoet aan de Diracvergelijking die te schrijven is als:

(17,0, —m)p =0

Hierin is 7, een viervector waarvan de componenten (4,4)-matrices zijn die in de spinruimte
werken die opgespannen wordt door u(p,s) en m = mly, met I de (4,4)-eenheidsmatrix.

—,

Als een elektron zich in een elektromagnetisch veld A = (Ap, A) bevindt, dan heeft het een
energie van: E = (2m)~ Y5 — eA)? + eAy

Dit betekent dat de vierimpuls p getransformeerd is in p — eA = (E — eAg, p — e[f). Hieruit
volgt voor de Diracvergelijking bij aanwezigheid van een elektromagnetisch veld:

('Yupu + ey Ay — m)yp =0 —

(i’)/,ua# - m)w = _e'Y;LAM/}

Daar neutrino’s geen massa en lading bezitten worden ze beschreven door een tweecompo-
nenten spinor w(rv) die voldoet aan de vergelijking:

’Ew(u) =—7 - pw(v) ‘

—

Daar m, = 0, is E = |p| — & - p/|p] is de spinorcomponent langs de bewegingsrichting,
genaamd de heliciteit A\, met eigenwaarden 1. Het neutrino is linksdraaiend met A = —1
en het antineutrino is rechtsdraaiend met A = +1.

De elektromagnetische wisselwerking wordt beschreven door de quantumelektrodyna-
mica, waarbij gebruik gemaakt wordt van zgn. Feynmandiagrammen. De overgang
van een begintoestand naar een eindtoestand is de som van alle mogelijke Feynmandiagram-
men. De amplitude T van de begin- naar de eindtoestand is dan een oneindige storingssom
waarvan de eerste termen het belangrijkst zijn, daar elke volgende term een oplopende macht
van a = 1/137 bevat.

Voor de uitwisseling van een elektron met vierimpuls g, tussen 2 stilstaande bronnen @ is de
Diracvergelijking te schrijven als: (iv,0, —m)y = Q. Substitutie van de elektrongolffunctie
Y = ue” W geeft: (yuq, —m)Y =Q — b = Q/(Yuqu —m)

Voor de uitwisseling van een boson met massa m is de Klein-Gordonvergelijking te schrijven
als: (—9,0, —m?)y = Q. Substitutie van een vlakke golf geeft:

(@* =m*)Y =Q =¥ =Q/(¢° —m?)

Voor een foton geldt m =0 — ¢ = Q/¢?

Algemeen geldt dat de binnenste lijnen van een Feynmandiagram een factor i/(g,v, —m) aan
de amplitude bijdragen voor fermionen, een factor i/q? voor fotonen en een factor 1/(q? —m?)
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voor bosonen. Deze termen die het gtevolg zijn van de uitwisseling van een deeltje heten
voortbrengingstermen. Tevens draagt elk knooppunt een factor —ievy, bij.

De vierimpuls van de uitwisselingsdeeltjes hoeven alleen aan het vierimpulsbehoud in elk
knooppunt te voldoen. Deze deeltjes zijn dus virtueel.

De berekening van een amplitude is meestal een integraal over alle vierimpulsen van een
binnenste lijn. In geval van een gesloten lijn (lus) zoals die van een ete™-paar geldt:

r= / v(p— k) H’YP m]N/?

Hierin is k de vierfotonimpuls, p de vierelektronimpuls en (k—p) de vierpositronimpuls. Daar
d*p sneller toeneemt dan p?, is deze integraal divergent. Echter, de Feynmandiagrammen
hebben betrekking op naakte deeltjes, terwijl echte deeltjes altijd een wolk van uitgezonden
en geabsorbeerde virtuele fotonen rond zich hebben. Alle divergenties zijn te elimineren
d.m.v. renormalisatie van massa en lading. De waargenomen massa m en lading ) van
een deeltje zijn dan te schrijven als:

m=mg+ Am

Q=Qo+AQ

Hierin is Am en A(Q het massaverschil resp. ladingsverschil tussen de waargenomen massa
cq lading en de naakte massa mg cq lading Q.

oo .,
Substitutie van ®(p) = (27h)~ Y2 [ e~®*' /"W (z)dz’ in de golffunctie ¥ (z,t) van een deeltje
—0o0

op een later tijdstip ¢ geeft:

i[’(.%',t) — (27T7L)71/2 7‘0 ei(pmet)/hq)(p>dp — (27Th)71 7’0 Ofo eipz/hefipzt/2mh€fipx’/h\I/(x/)dm/ PN

—00 —00 —00

(o olee] 5 o¢]
U(x,t) = (2nh)~" [ [ W(a')elirle—a)/n=[p*t/2mhl\y (5 f U(2")G(2'; 2, t)dx’

—00 —O0

Hierin is G(a/; z,t) = (2rh) L [ elp(@—a)/M=lip*t/2mh] g, de Greenfunctie die als vrij deel-

—0o0
tje voortbrenger fungeert, ofwel de waarschijnlijkheidsamplitude dat een deeltje op t = 0 van
punt z’ in tijd ¢ naar punt x beweegt.
Algemeen geldt voor de overgang van een deeltje van (z,t') naar (x,t):

Py 70 [ip(e—a')/h]—[ip? (t—t') /2mH]
G2, tx,t) = 57 | € dp

Het argument van de exponent in de integrand is te chrijven als:

ip(x —a') ip?(t' —t) it —t) { m(z' — x)} im(x' — x)?

h 2mh  2mh t—t 2h(t —t)

m(z — x)
t—t

Substitutie van y = p + en dy = dp geeft:
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/ et —t)/2mAly? g

—0o0

Gl -z t) — m [im(a’ —z)2 /2R (t' —t))]
(@, 852,) \/ 2min(t —1)°

Vacuiimpolarisatie ontstaat als een elektron een foton uitzendt dat vervolgens overgaat
in een £~ E*-paar. Het oorspronkelijke elektron trekt het positron aan en stoor het andere
elektron af. Hierdoor wordt het naakte elektron afgeschermd en meet men het “aangeklede”
elektron.

Als een relativistisch elektron op een ander elektron botst, dan kan dit elektron dichter
doordringen tot het doel, d.w.z. het afschermingseffect vermindert, zodat de gemeten elek-
tronlading groter wordt. Dit betekent dat de lading van een elektron niet constant is, maar
afhangt van de vierimpuls van het inkomende elektron. Hierdoor is de fijnstructuurconstante
ook niet constant, waardoor er verschuivingen ontstaan in de energieniveaus van een atoom,
de zgn. Lambverschuiving.

e[im(x’—x)2]/2h(t’—t)

2mh

e[im(x’—x)2]/2h(t’—t) orhm

oh -1

G2, t;z,t) =

Voor de amplitude voor de uitwisseling van 1 foton tussen 2 geladen deeltjes, d.w.z. voor
het elektromagnetische proces 1 + 2 — 3 + 4 voor 4 spin—% fermionen, geldt:

(V]

T = [a(ks, s3)vu(ki, 51)] =5 [@(ka, 52)7,u(ka, 52)]

Q

Elke term tussen rechte haken heet een stroom die een spinor bevat voor het inkomende
deeltje en een geconjugeerde spinor voor het uitgaande deeltje. Er tussen staat de voort-
brenger voor het uitgewisselde foton met vierimpuls ¢ = k1 — k3. De (4,4)-matrix v, werkt
op de spinor u, waarbij y,u(k,s) de spintoestand van een fermion beschrijft dat een foton
absorbeert of emitteert.

Een ijktheorie ofwel Yang-Millstheorie is een beschrijving van deeltjes en krachten waar-
bij het bestaan van bepaalde behoudswetten automatisch de mathematische vorm van de
wisselwerking beschrijft.

Krachten worden beinvloed door afschermingseffecten van virtuele deeltjes. Bij de elektro-
magnetische wisselwerking vind de afscherming plaats d.m.v. creatie van virtuele e e™-
paren, waardoor de aangeklede lading kleiner is dan de naakte lading. Bij de sterke wissel-
werking treden 2 afschermingseffecten op, nl. een verzwakkend effect in de vorm van virtuele
qg-paren, en een groter versterkend effect in de vorm van virtuele gluon-antigluonparen. Hier-
door is de aangeklede kleurlading groter dan de naakte kleurlading. Naarmate de energie van
deeltjes toeneemt wordt de wisselwerking minder beinvloed door de afschermingseffecten.
Bij een energie van meer dan 10'*GeV verdwijnt het verschil in sterkte tussen de sterke -,
zwakke - en elektromagnetische wisselwerking en blijft er dus 1 fundamentele koppelings-
constante over. Er is dan een symmetrietoestand die bij lagere energieén niet zichtbaar is,
een zgn. verborgen symmetrie. De ene fundamentele koppelingsconstante bepaalt de
onderlinge verhouding van de verschillende krachten in de niet-symmetrische lagere energie-
toestand. De overgang van de symmetrische - naar de niet-symmetrische toestand heet een
fase-overgang die spontaan heeft plaatsgevonden.

De ijktheorieén van de sterke - en elektrozwakke wisselwerking zijn renormaliseerbaar, d.w.z.
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de er in optredende omeindigheden voor de massa, lading e.d. zijn te elimineren door i.p.v.
de naakte - de aangeklede koppelingsconstanten te gebruiken. De gravitationele wisselwer-
king is echter niet renormaliseerbaar. Bovendien vervormen deeltjes zelf lokaal de ruimte om
zich heen.

IJkinvariantie houddt in dat het mogelijk is een theorie zo te formuleren dat ze invariant
is onder een groep van transformaties onder externe coordinaten. Bij globale ijkinvariantie
is de theorie onafhankelijk onder transformaties van de interne cotrdinaten die dezelfde zijn
in alle punten van de ruimtetijd. Bij lokale ijkinvariantie is de theorie onafhankelijk onder
transformaties van de interne coordinaten die van punt tot punt in de ruimtetijd variéren.
Elke kracht is verbonden met een bepaalde symmetrie van de natuur en dus met een bepaalde
groep transformaties en bepaalde behoudswetten.

Het behoud van lading ligt ten grondslag aan de elektromagnetische wisselwerking en de
QED. Daar ladingglobaal behouden blijft, d.w.z. Y. ¢ = const., kan elke golffunctie van elk
deeltje met een factor €’®? (met « een universele constante) vermenigvuldigd worden, zonder
dat dit de waargenomen eigenschappen van het deeltje beinvloedt: 1 — 1pe’®?

Voor de verwachtingswaarde van ¥¢* geldt dan: yy* = e!®y*e ™" = ynp*

De transformatie 1) — e’ stelt een rotatie voor in een 1-dimensionale complexe “interne”
ruimte die los staat van de ruimtetijd, de zgn. ladingsruimte.

Lading is ook lokaal behouden, d.w.z. lading kan zich niet instantaan over een eindige af-
stand verplaatsen. Een lokale ijktransformatie is dan van de vorm ¢ — @4 waarbij
a(Z,t) een continue functie is. Voor de overeenkomstige verandering in de vierimpuls geldt
dan:

VO — Y O + iQ|¢|28,u0‘

Om de vierimpuls invariant te maken onder lokale ijktransformaties moet de afgeleide ver-
vangen worden door een zgn. covariante afgeleide D,,, die gedefinieerd wordt als:

| Dy = 0, +ieA,|

Hierin is A, een functie van de ruimtetijd die onder lokale ijktransformaties transformeert
via:

(A= Ay — 00

Nu geldt: ¥*D,y = ¢*0,4¢ + iqp* Ay —

VO + i(IW\Qaua +iqp Ay — iQ|7/}|28uO‘ = O + gy A =Y Dyt

Uit de elektromagnetische veldtensor volgt: F),, = 0,4, — 0, A, — 0,0,F,, =0

Daar 9,j, = 0 volgt hieruit: 9, F,, = j,

Sammen met de vergelijking 0, F},, + 0,F,s + 0,F,, = 0 zijn dit de Maxwellvergelijkin-
gen voor het elektromagnetische veld. De functie A, is een ijkveld en is dus het viervector
elektromagnetische veld.

Een lokle ijktransformatie laat de direct waarneembare vectorvelden E en B onveranderd.
Dit geldt algemeen, d.w.z. ijktransformaties mogen geen enkele waarneembare grootheid
veranderen.

Het behoud van lading vereist dus een invariantie onder een groep van lokale ijktransforma-
ties, alsmede het bestaan van een ijkveld (het elektromagnetische veld). Daar termen als
A, A, nit ijkinvariant zijn, kan mA, A, geen massa aan het foton toekennen, d.w.z. uit de
lokale ijkinvariantie volgt dat de massa van het foton nul is. De groep a(Z,t) van ijktransfor-
maties vormt een unitaire groep U(1), d.w.z. de grootte van ||? blijft dezelfde en de rotatie
vindt plaats in een 1-dimensionale complexe ruimte.
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Elke toestandsgolffunctie 1 kan volgens het superpositieprincipe geschreven worden als een

n

lineaire som: ¥ = Y a;¢;, waarin ¢; orthonormale eigenfuncties zijn. De toestandsvector
i=n

|¢) kan dan geschreven worden als:

ai

) = | ¢ | met a; = [ @jpdV = (¢;|¢)

Gn

De toestandsvector (1| die overeenkomt met ¢* is dan te schrijven als: (¢| = (aj ---a})
De toestandsvector is, i.t.t. de golffunctie die de toestand beschrijft voor een bepaald

coordinatenstelsel, onafhankelijk van het gebruikte stelsel.

Een transformatie 7' die tot een geldige symmetrie behoort laat alls verwachtingswaarden

onveranderd: (1|y) = (TY|Ty) = <¢|TTT|¢> = (Y|v)

Hierin is Tt = 77!, d.w.z. T is unitair, en kan zodoende via een Hermitische operator
D = D' geconstrueerd worden volgens:

T = eiaD

Hierin is a een constante en heet D de voortbrenger van T'.

Een verzameling transformaties g vormen een groep G als geldt:

1. Er is een samenstellingswet die 2 opeenvolgende transformaties g;gs definieert.

2. Alle producten g;g2 behoren ook tot G.

3. De inverse transformatie g~ en de identiteit I = g~'¢ behoren ook tot G.

Als g192 = g291, dan heet G een Abelse groep. Een groep kan continu zijn, zoals de
verplaatsings- en rotatiegroep, of discontinu zoals de pariteitsgroep. Transformaties in de
ruimtetijd veroorzaken overeenkomstige transformaties op de toestandsvectoren. Voor sca-
laire golffuncties geldt dan:

V'(r) = (g 'r)

Voor vector - en spinor golffuncties geldt (met 1) = a;¢; en sommatie over j):
W = T(g) = a;7(9)9; = a; (9l T(9)|6y) &1 = a;T35(9)

De matrices T3;(g1),Ti(g2), - .. vormen een groep met dezelfde samenstellingswet als G en
verschappen een representatie van G. Een representatie heet irreducibel als het effect van
elk element van de representatie op elke eigenfunctie ¢; een andere eigenfunctie geeft of een
lineaire superpositie van eigenfuncties in dezelfde representatie. De term representatie slaat
dan ook tevens op de grondtoestanden ¢;.

Een Lie groep is een continue groep waarvan de transformaties functies zijn van een eindige
verzameling van reéle parameters.

Een infinitesimale transformatie in 1 parameter a; van een Lie groep is te schrijven als:
T(...0a;...)=1+1ida;X; + ---, met de X; de voortbrengers van T.

Een eindige transformatie is dan te schrijven als: T'(...a;...) = nli_)ngo[l +i(ai/n)X;]" =e

ZG,ZX.L

Voor een aantal opeenvolgende infinitesimale transformaties geldt:
T( ..0a; .. )T( .. (50,]' .. ) =1+ iéaiXidanj — 5&1‘5anin + 0=
T( ..0a; .. )T( .. 5aj .. .)Tﬁl(. ..0a; .. .)Tﬁl(. .. 6aj .. ) =1- 5ai5aj [XZ, X]]

Wegens de samenstellingswet is dit equivalent met een transformatie van de vorm:
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T(...éak...):l—l—iéaka—)

i (5CLk
(50,1'(5@]‘

(X, X;] = Xi = Cijp Xk

Deze vergelijking definieert de zgn. groep algebra van de voortbrengers; de coéfficiénten
Cijk heten de structuur constanten.
De rang van een Lie groep is het minimale aantal commuterende voortbrengers van de groep.

Rotaties rond de oorsprong in de ruimte laten de lengte van de vectoren en de hoek tussen
deze onveranderd. Ze vormen een reéle orthogonale groep, d.w.z. de getransponeerde van
een transformatie is gelijk aan zijn inverse (I’ = T~ ! en § = ¢~'). In n dimensies heet de
groep O(n). De voorwaarde dat det(7') = +1 sluit reflecties in de oorsprong uit; de groep
die hieraan voldoet heet de speciale orthogonale groep in n dimensies SO(n). Voor de
bijbehorende groep algebra geldt:

[Ji, Jj] = iEiijk

Hierin is €193 = €931 = €312 = +1, €213 = €133 = €301 = —1 en € = 0 voor elk paar indices
van ijk dat dezelfde waarde heeft.

Er bestaan nu 2 simultane observabelen, nl. J? en 1 van zijn componenten, bv. .J3. Toestan-
den die de basis vormen van een irreducibele representatie worden gekarakteriseerd door de
waarden die J? en J3 aannemen: |j, j3)

Voor gehele waarden [ van j wordt een representatie van SO(3) gevormd door bol harmoni-
sche functies Y, (6, ). Voor halftallige representaties van SO(3) zijn 2-component spinoren
(niet-relativistisch) ¢4 en ¢_ vereist. Voor een rotatie van een spinor ¢ over een hoek «

rond een as 7 met poolcodrdinaten 6, ¢ geldt: R, (a)¢p = elo‘j'ﬁgb —

Ry ()¢ = [Ircos a + i - fisin sal¢

Hierin is I de (2,2)-eenheidsmatrix en J = 3G,

Voor a = 27 geldt: R, (2m)¢ = —¢. Een spinor moet dus over een hoek van 47 geroteerd
worden om zijn oorspronkelijke waarde weer te verkrijgen.

De representatie van een willekeurige rotatie R(«) in een spinorruimte is te schrijven als:

R(a) = (‘; ‘jf‘)

Deze matrix is unitair met det(R(a)) = +1 en heeft dezelfde eigenschappen als de rota-
tiematrix in 2 complexe dimensies, d.w.z. komt overeen met een transformatie die tot de
SU(2)-groep behoort. De groepen SU(2) en SO(3) hebben daarom dezelfde algebra. Het
verschil tussen de groepen is dat als o = 27 in SU(2) a = 47 in SO(3).

Uit het bestaan van spinoren (waardoor alle fundamentele materiedeeltjes beschreven kunnen
worden en die spin—% hebben) volgt dat de natuur gekozen heeft voor een SU(2)-symmetrie.

aa* +bb* =1

Optelling van 2 impulsmomenttoestanden |j, m) en |j’, m’) geeft een toestand |.J, M) waarbij
J en M voldoen aan: |j —j'| <|j+j|en M =m+m’
Algemeen kan de som van 2 toestanden |7, m) en |j’, m’) als een produktrepresentatie |j, m) |j’, m’)
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geschreven worden, die ontbonden kan worden in een som van irreducibele representaties

|J, M):

’j? m> ’j/7ml> = %(J,M‘],m,jl,m/) ‘J7 M>

)

Hierin heten de getalwaarden (J, M|j, m;j’, m’) Clebsch-Gordan coéfficiénten.
Zo is nde ontbinding van het produkt van 2 doublet representaties in een singlet - en een
triplet representatie symbolisch te schrijven als: 2®2=1¢3

Interne symmetrieén zijn symmetrieén die geen betrekking hebben op verplaatsingen of rota-
ties in de ruimtetijd maar direct op de deeltjes werken. Sterke isospin is een interne symmetrie
die behouden blijft bij sterke wisselwerkingen. Daar de sterke wisselwerking geen onderscheid
maakt tussen een u- en een d-quark, kunnen deze beschouwd worden als subtoestanden van
1 quark met I = % in de sterke isospin ruimte. De u-quark heeft een component —i—% en de
d-quark een component —%, ofwel: u : (%, —i—%) resp. d : (%, —%)

De zgn. zwakke isospin blijkt uit de gepaardheid van quarks in de zwakke wisselwerking
en vormt de ijksymmetrie die ten grondlag ligt aan de zwakke wisselwerking. Dit i.t.t. de
sterke isospin symmetrie die toevallig is en geen ijkkracht tot gevolg heeft.

Een interne ruimte heeft een representatie ofwel een aantal grondtoestanden die gevormd
worden door deeltjes eigentoestanden, waarbij elke toestand uitgedrukt kan worden als een
lineaire som van dergelijke eigentoestanden met complexe numerike coéfficiénten a;. Line-
aire transformaties a; — b; = A;ja; in een interne ruimte met ) b;b; = > a;a; vormen
een Lie groep, te weten de unitaire groep in n dimensies U(n) die rotaties voorstellen. Als
det(A;;) = +1, dan heet de groep de speciale unitaire groep in n dimensies SU(n).

Elke SU(n)-groep heeft (n? — 1) voortbrengers en nde fundamentele representatie heeft n
grondtoestanden. Als de wisselwerkingen aan een SU (n)-symmetrie voldoen, dan vormen de
elementaire deeltjes n-voudige multipletten. De ladingssymmetrie is een U (1)-symmetrie (die
voor 1 dimensie equivalent is met een SU(1)-symmetrie) zodat alle representaties singletten
zijn. Hierdoor hebben alle deeltjes van een bepaalde soort dezelfde lading.

De voornaamste discrete symmetrieén hebben een groep die slechts 2 elementen bevat,
waarvan er één het identieke element is. Bij de pariteit P is het ene element de spiegeling in
de oorsprong en P2 het identieke element. Bij de ladingsconjugatie C' is het ene element de
ladingsverwisseling van een deeltje en C? het identicke element. Als T de tijdomkeer voorstelt
en de symmetrie CPT geldig is, dan moeten een deeltje en zijn antideeltje identieke massa
en levensduur hebben.

Pariteit blijft behouden bij de sterke - en elektromagnetische wisselwerking, maar niet bij de
zwakke wisselwerking.

Aan deeltjes kan een intrinsieke pariteit worden toegekend van +1 of —1. Als aan quarks
en leptonen een pariteit +1 wordt toegekend, dan hebben hun antideeltjes een pariteit —1.
Bosonen hebben dezelfde pariteit als hun antideeltjes. onder de pariteitstransformatie keert
het elektromagnetische veld A om, zodat het foton een negatieve pariteit heeft.

C-pariteit blijft behouden bij de sterke - en elektromagnetische wisselwerking maar niet bij
de zwakke wisselwerking. Het produkt C'P is een bijna totale symmetrie, die slechts voor
0,1% wordt geschonden bij het zwkke verval van het K%-meson.

Invariantie van tijdomkeer T' betekent dat reacties en hun omgekeerde dezelfde amplituden
moeten hebben. bij K-verval moet T gebroken worden zodat C'PT wel behouden blijft.

De quantum chromodynamica is de quantum veldtheorie van de sterke wisselwerking.
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De onderliggende symmetrie is de kleursymmetrie, die een gevolg is van het quantumgetal
kleur dat nodig is om de golffuncties van de baryonen antisymmetrisch te maken. De veld-
quanta van het kleurveld zijn de massaloze gluonen, die echter wel een kleurlading bezitten
en dus met elkaar wisselwerken (i.t.t. fotonen). Hierdoor neemt de kleurkracht toe met
toenemende afstand. Quarks, antiquarks en gluonen vormen samen de partons.

Het A**-baryon heeft een spin 3/2, hetgeen betekent dat de spins van de 3 u-quarks paral-
lel lopen. Dit houdt in dat de quarks (fermionen) dan dezelfde quantumtoestand bezitten,
hetgeen echter vanwege het Pauliprincipe niet mag. Om de totale golffunctie van AT an-
tisymmetrisch te maken moet aan het quark een kleurquantumgetal toegekend worden dat
3 verschillende waarden kan hebben, nl. rood, geel of blauw. Daar er 3 verschillende verwis-
selingen tussen de quarks in een baryon mogelijk zijn, is kleur een 3-voudige symmetrie. De
quarks vormen zo een fundamentele 3-dimensionale reprsentatie van de kleurgroep SU(3)..
Alle hadronen blijken kleursingletten te zijn, d.w.z. “gkleurde” hadronen bestaan niet. Dit
houdt in dat quarks die alleen in kleur verschillen dezelfde massa bezitten.

Elk element van een representatie wordt gekenmerkt door 2 getallen, te weten de 3-de com-
ponent van de kleur isospin I$ en de kleur hyperlading Y°.

Ye€ Y¢
%05
3 3
Ye % or
-3 3o 05 -3 2 15
re —%» oy
—%ob

De fundamentele representaties 3 en 3 bestaan uit de quarks resp. antiquarks en hebben te-
gengestelde eigenwaarden: I§(q) = —I§(q) en Y°(q) = —Y“(q). De 3 quark grondtoestanden
zijn te schrijven als:

1 0 0
0 0 1

Er zijn (32 — 1) = 8 voortbrengers van SU(3). waarvoor geldt: F; = %)\i; hierin zijn \;
(3,3)-matrices. Voor de groep algebra geldt:

[Fi, Fi] =i fijnFr

Voor de structuur constanten geldt:

f123 =1 A fiar = fase = fos1 = faas = fo16 = fesr = 5 A fass = fers = 3V/3

Cyclische permutatie van de indices geeft structuurconstanten met dezelfde waarde, anticy-
clische permutatie met tegengestelde waarde. Alle andere constanten zijn nul.

Hogere orde representaties ontstaan uit produkten van 3 en 3. Zo ontstaat de representatie
3 ® 3 door 3 te centreren rond y resp. r en resp. b. En van de 9 resulterende combinaties
mat I§ =Y° = 0is 3~V 2(r7 + yy + bb). Daar elke voortbrenger deze toestand vernietigt
moet dit een kleursinglet zijn: het beschrijft de kleurinhoud van de mesonen.
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De eenvoudigste produkt representaties voor 2 resp. 3 (anti)quarks kunnen worden ontbon-
den als:

@ 3®3=8®1

q@ 3®3=6®3

qqq 3®3®3=1008d841

997 3®3R3=1506®3@3

Hieruit volgt dat alleen de combinaties ¢ (mesonen) en qqq (baryonen) kleursingletten kun-
nen geven. Combinaties als qqq(qq) zijn mogelijk in de vorm van aangeslagen toestanden die
d.m.v. ¢¢ annihilatie vervallen in de gqq toestand.

De ijktheorie van de kleurkracht is gebaseerd op de eis dat de Diracvergelijking voor quarks
invariant is onder een infinitesimale lokale kleurtransformatie

W — €9 Fanad@) g 2 [1 1 g, Fangf(a)])

Hierin is 6(z) de rotatichoek in de kleurruimte in een punt x van de ruimtetijd en g5 de
sterkte van de kleurlading. Onder een dergelijke transformatie is de normale afgeleide niet
invariant en wordt daarom vervangen door een covariante afgeleide D, waarvoor geldt:

D, =0y +igsFoGapu(x)

Hierin is het ijkveld G4, (x) een vector in de ruimtetijd dat kleur draagt. Voor de wijze
waarop G, onder lokale kleurtransformaties transformeert waarbij D), invariant blijft geldt:

Ga,u(x) — Ga,u(l') - naaug(w) - gsfabcanc,u(x)H(x)

Voor de energie van G, geldt:

’ E¢ = Ga,ul/Gauu ‘

Hierin geldt voor G

Ga;w = auGau - azlGa,u, - gsfachqucy

Het ijkveld Gy heeft 8 kleurcomponenten met daarmee corresponderend 8 veldquanta,
de gluonen, die overeenkomen met de toestanden by, br, etc. De gluonen koppelen met de
kleurlading van de quarks met een sterkte gs. Voor de overeenkomstige fijnstructuurconstante
s geldt:

_ g
4

Qs
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Uit de eis van ijkinvariantie van de gluon veldenergiedichtheid volgt dat de gluonen massa-
loos zijn. Daar de kleurgroep SU(3). - i.t.t. de ladingsgroep U (1) - een niet-Abelse groep is,
kunnen 3 of 4 gluonen in 1 punt met elkaar in wisselwerking treden waardoor er niet-lineaire
effecten ontstaan. In analogie met de Coulombkracht veroorzaakt een enkele gluon uitwisse-
ling tussen 2 quarks een kracht in de vorm F, = (ﬁl . ﬁg) /r%, waarbij Fy en Fj vectoren zijn
die op de quarks betrekking hebben en waarvan de componenten de kleurvoortbrengers zijn.

g™ d g g
v 0
%’o 456
A
C"\Oc‘\ [0
0 C«Q"“ 0}}&\ a‘;\m
o g '3}
96 gc g 5] V\

De berekening van de amplitude d.m.v. storingsrekening kan in de QCD niet altijd worden
toegepast daar op nucleaire schaal (10~!%m) de koppelingsconstante gs ongeveer 1 is. Daar
elk knooppunt van een diagram nog een factor g; aan de amplitude bijdraagt, zijn de hogere
orde diagrammen niet te verwaarlozen (i.t.t. de elektromagnetische wisselwerking).

Bij diep inelastische (d.w.z. bij grote vierimpulsoverdracht, —q¢? > 1GeV?) lepton verstrooi-
ing aan nucleonen nadert g; naar nul, d.w.z. de quarks bewegen zich dan vrij in het nucleon.
Dit heet asymptotische vrijheid en is een unieke eigenschap van niet-Abelse ijktheorieén.
In de QCD treden lusdiagrammen op die een kleurpolarisatie van het vacuiim veroorzaken.
Hierbij schermen de quarklussen de kleurlading af, maar aangezien de gluonen ook kleur
dragen (i.t.t. de fotonen die geen lading bezitten) vergroten deze de kleurlading. Voor de
gerenormaliseerde, van ¢? afhangende koppelingsconstante as(q?) geldt dan:

2 as(:uQ)
as(q) = 7 + Bog(12) In(|¢?]/112)

11 — (2Np/3)

a7
maken is. Voor Np = 6 is B > 0 en nadert a,(g?) naar nul als ¢> — oo.

Hierin is p? een referentie vierimpuls en B = , waarin Ng het aantal quarks-

De schaalparameter A van de QCD wordt gedefinieerd als:

A2 _ :U’2

= o1/Bas(i?)
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Substitutie in as(g?) geeft dan:

1

2y _
)= ()

Voor de grootte van A geldt: A ~0,2GeV — A=l =~ 107 m
Voor de massa van de verschillende quarks geldt nu: my, mqg < A, mgs = A, me, my, me > A.
De sterke isospin symmetrie SU(2) is het gevolg van de geringe u- en d-quarkmassa t.0.v. A.

De potentiaal van een quark-antiquark paar kan bij benadering geschreven worden als:

4o
Vir)=— A
(r) 3 + Ar

Hierin is a5 ~ 0,2 en A = 0, 16. Op korte afstand is V (r) een Coulombpotentiaal daar er maar
1 gluon wordt uitgewisseld. Op grote afstand worden er i.h.a. meer gluonen uitgewisseld en
is de potentiaal lineair. Dit komt omdat de kleurveldlijnen elkaar aantrekken, waardoor het
kleurveld tussen een gg-paar de vorm van een fluxbuis met constante doorsnede heeft. Een
toename van de afstand tussen de quarks resulteert dan alleen in een toename van de lengte
van de fluxbuis. Als de afstand groot genoeg is geworden, dan kan uit de energietoename
een gg-paar gevormd worden. De fluxbuis breekt dan en er is dan een 2-de meson gevormd.

Voor de amplitude 7" van de zwakke wisselwerking tussen 2 deeltjes 1+2 — 344 in de vorm
van een punt-contact wisselwerking geldt volgens Fermi:

G

T= EW@)WU(?)][ﬁ(3)wu(1)]

De 2 stromen worden nu niet gescheiden door een voortbrenger zoals in de QED, Daar de
zwakke wisselwerking wordt overgebracht door de intermediaire vectorbosonen W+ en W™,
is de correcte amplitude:

1

T =14 [ﬁ(4)wu(2)]m

[@(3)yuu(1)]

Hierin is g de sterkte van de koppeling in de knooppunten en g de uitgewisselde vierimpuls.
Bij lage energieén (|¢%| < M3,) zijn de beide amplituden ongeveer gelijk. Daar My, ~ 83GeV
heeft de zwakke wisselwerking een korte dracht.

er zijn ook andere stromen mogelijk waarbij de vectorkoppeling (V') 7, vervangen is door
de axiale koppeling (A) v,vs; hierin is 75 = iy0717273. Dit is een (4,4)-matrix waarvan alle
elementen nul zijn m.u.v. de diagonaalelementen van rechtsboven naar linksonder die de
waarde 1 hebben. Daar de vector - en axiale koppelingssterkte ongeveer gelijk zijn, is de
Fermi-amplitude nu te schrijven als:

T = ﬁ[ﬁ(ll)yuu@)][ﬂ(?))’yuu(l)] + 3‘%[ﬂ(4)VW5U(2)][ﬂ(3)w75U(1)]

Daar onder de pariteitstransformatie ¥ — —7 v, — —v, en v,75 — .75, blijft T" gelijk.
De stroom moet daarom zowel een vector - als een axiale component hebben om onder een
pariteitstransformatie T" van teken te kunnen laten veranderen. Maximale pariteitsschending
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ontstaat als de stroom van de vorm %’Ewu(l + 75)u is. Daar het neutrino massaloos is, bezit
het een bepaalde draaizin en wel linksdraaiend. De hierbij behorende koppeling is van de
vorm V — A. De uiteindelijke vorm van de Fermi-amplitude (voor kern -verval) is dan:

_Gv
V2

Hierin is de 1-ste stroom de zuivere V' — A leptonstroom en de 2-de de hadronstroom.

Het zwakke verval van m-mesonen, 7~ — u~ + v/, wordt vervolgt door het zwakke verval
van het muon, u= — e~ + U + v,. De amplitude voor het p-verval is te schrijven als het
produkt van 2 zuivere V — A leptonstromen:

T [@(4)7(1 = 5)u@)[aB)y{1 — (15GaGy' u(1)]

7 = ZEfa) (1 - 5@ [a(3) - (D)

De K-mesonen komen voor in de vorm K (u3) en K°(ds), welke een sterk isospin doublet
vormen. Hun antideeltjes zijn K ~(@s) en K(ds). De neutrale K-mesonen kunnen via 2
mogelijke kanalen vervallen:

K% -t 47 | 75 = 0,9.107 1%

K> at+7%+7 | 7, 251078

De zwakke wisselwerking eigentoestanden K en K} zijn in de sterke wisselwerking eigen-
toestanden KO en K uit te drukken volgens:

KO_K0+FO o K'-K°

= K7 =
s \/i l \/i
Experimenteel blijkt dat een K lo—meson heel soms in 2 m-mesonen kan vervallen waarbij C'P

geschonden wordt. Hieruit volgt dat als C'PT een geldige symmetrie is, 1" geschonden moet
worden. In alle andere zwakke wisselwerkingen is C'P invariant.

Het ¥~ -hyperon kan o.a. zwak vervallen in ¥~ — n+ e~ + 1, waarbij een s-quark in een u-
quark transformeert, en ¥~ — AY+e~+7,, waarbij een d-quark in een u-quark transformeert.
Hierbij is het quark dat in het u-quark transformeert geen zuivere d- of s-quark maar een
lineaire superpositie:

’d’:d(:OS(9C—i—ssi116?C

Hierin is 6. een menghoek, de zgn. Cabibbohoek.

De superpositie orthogonaal aan het d’-quark is het s’-quark:

’5’ = scosf, — dsinf,

Het s’-quark koppelt d.m.v. de zwakke interactie aan het c-quark. Hadronen die een c-quark
bevatten heten charmed deeltjes.

Door invoering van de Cabibbohoek kunnen quarks en leptonen beide aan het intermediaire
vectorboson gekoppeld worden, en wel met dezelfde sterkte.

Het blijkt dat de theorie van de zwakke wisselwerking ook na invoering van het intermediaire
vectorboson niet renormaliseerbaar is. De Glashow-Weinberg-Salam theorie is een ijk-
theorie waarin de elektromagnetische- en zwakke wisselwerking getinificeerd zijn tot de zgn.
elektrozwakke wisselwerking die wel renormaliseerbaar is.
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Daar zowel quarks als leptonen dezelfde koppelingsconstante hebben, is de onderliggende
symmetrie van de zwakke wisselwerking SU(2), d.w.z. zwakke isospin symmetrie. Experi-
menteel blijkt dat bij hoge energieén alleen linksdraaiende deeltjes of hun rechtsdraaiende an-
tideeltjes de zwakke wisselwerking voelen. Hierdoor wordt de symmetrie beperkt tot SU(2)y.
Hierbij vormen de linksdraaiende fermionen doubletten, te weten:

(u, d/)L (C, SI)L (t,b/)L
(6_7V€)L (H_;VM)L (T_vyT)L
Hierin zijn de -quarks de zwakke eigentoestanden van de quarks.
Alle rechtsdraaiende fermionen zijn singletten: (u,d,c, s, t,b,e”, =, 77 )R

De ijkbosonen van de zwakke wisselwerking alléén zouden massaloos zijn, i.t.t. hetgeen in
werkelijkheid het geval is. Echter, d.m.v. het zgn. Higgsmechanisme waarbij er een spon-
tane symmetriebreking optreedt, verkrijgen de velddeeltjes massa. Als in een vacuiimtoestand
een bepaalde symmetrie ontbreekt, dan zullen er bij een symmetrie transformatie van het
ene vacuiim naar het andere vacuiim massaloze scalar deeltjes worden uitgezonden of geab-
sorbeerd, de zgn. Goldstone bosonen. Alleen in een ijktheorie nu zal het ijkboson d.m.v.
het absorberen van een Goldstone boson massa kunnen verkrijgen.

De zgn. zwakke hyperlading y is met de 3-de component van de zwakke isospin verbonden
aan de elektromagnetische lading via de vergelijking:

Q=1t3+3y

Voor linksdraaiende quarks geldt y = —1—%, voor linksdraaiende leptonen y = —1 en voor
rechtsdraaiende fermionen () = %y

De elektrozwakke wisselwerking is nu gebaseerd op de samengestelde symmetrie

SU(2)r ® U(1), waarbij U(1) de zwakke hyperladingssymmetrie is. Uitgangspunt is hierbij
dat de Diracvergelijking invariant moet zijn onder lokale SU(2);, ® U(1) transformaties,
welke bestaan uit infinitesimale rotaties «;(z)in de zwakke isospin ruimte en F(x) in de
zwakke hyperladings ruimte die afhangen van de positie z in de ruimtetijd. De fermionspinor
transformeert dan als: 1 — [1 + igay (2)tF + 3ig' B(z)yly

Hierin is t# = 17;[3(1 — 75)] de linksdraaiende zwakke isospin en 7; een Paulimatrix. Daar
a;(z) en (z) variabel zijn in de ruimtetijd, moet om ijkinvariantie te behouden de afgeleide
vervangen worden door een covariante afgeleide:

Dy, = 9y +igtt Wi, (z) + Lig'yB,(z)

Hierin zijn g en ¢’ de boson-fermion koppelingsconstanten voor zwakke isospin en hyperla-
ding (analoog aan gs in de QCD en e in QED), W, () is het SU(2)r-ijkveld, zijnde een
vector in de ruimtetijd (index p) en een vactor in de isospin ruimte (index ¢). Hierbij zijn
3 ladingscombinaties mogelijk: W* = (W £ W)/v2 en WO = Ws; B, (z) is het U(1)-
ijkveld, zijnde een vector in de ruimtetijd en een zwakke isospin scalar en dus neutraal. De
Diracvergelijking wordt nu:

[i7.0, — gYutEWip(2) — 39y Bu(z) — mly = 0

Het Goldstone veld kan worden beschreven als een zwakke isospin doublet:

as:[jj A6t = (61,03
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Voor de energiedichtheid van het veld geldt:

E = D" Dy + 12676 + N679)?

Hierin heeft p de dimensie GeV (massa) en \ is een positieve koppelingsconstante.

In de laagste energietoestand (het vacuiim) is ¢ = ¢, overal constant. Voor p? > 0 is
$» = 0, maar voor p? < 0 geldt: ¢F ¢, = —p?/2\ = n?, dw.z. ¢ # 0, zodat er dan vele
vacuiimtoestanden bestaan die alleen inde fase van ¢, verschillen en waartussen massaloze
Goldstone bosonen worden uitgezonden en geabsorbeerd. Hoewel de energievergelijking sym-
metrisch is onder zwakke isospin rotaties, is het vacuiim dat niet daar ¢, een zekere absolute
isospin bezit. Hier treedt de spontane symmetriebreking op.

. S50
/
/
7/
S <o
W Tk

0
n+{o(x)

Voor de energiedichtheid van het Goldstone veld geldt dan (exclusief termen in het Higgs-
veld):

Stel: ¢, = N Q=

/ ﬁ}] , met 7 € IR en o(z)/v/2 het waargenomen veld.

E = $8,0* ()00 (z) + 19*n*(WE + W3) + in*(gWs3 — ¢'B)?

De velddeeltjes hebben nu een massa gekregen die bepaald wordt door de coéfficiénten van
de kwadratische termen. Daar de termen in de neutrale velden W3 en B gemengd zijn, volgt
het waarneembare veld uit de diagonalisatie van W3 en B met als resultaat:

Z% =WOcosf, — Bsinb,,
A =WVYsinb,, + Bcosb,,

Hierin is 0,, een menghoek, de zgn. Weinberghoek waarvoor geldt:

/

9

cos b, = S A sinf,, =

Voor de veldenergiedichtheid geldt dan:

(2°)

E= 390" (W) + (W) +

Daar er geen kwadratische term in A is, heeft dit veld massaloze veldquanta en stelt dus het
elektromagnetische veld voor.
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De W*- en Z%bosonen hebben elk één van de 4 componenten van het Goldstone boson
geabsorbeerd en massa verkregen waarvoor geldt:

gn Mw
V2 27 o8 Oy

De overgebleven component heeft massa gekregen en heet het Higgsboson; de massa hiervan
wordt niet door de theorie voorspeld. Ze moeten aan fermionen koppelen met een kracht die
evenredig is aan de fermionmassa.

De Diracvergelijking is nu te schrihven in termen van waarneembare bosonen (exclusief de
Higgsbosonen):

Mw

{z‘wﬁu —Yu {%(W; th+ W) 4 gsin6,QA, + ﬁ(té — Qsin? ew)Zu} - m] Y =0

Hierin is t§ = t& £ ith en Q = t§ + Jy.
Daar de koppelingsconstante van het elektromagnetische veld A, de elektrische lading is,

volgt uit de Diracvergelijking:

Naast de zwakke ladingswisselwerking term komt er in de Diracvergelijking ook een zwakke
neutraalstroom wisselwerking term voor die door het Z%boson overgedragen wordt.
Hierdoor zijn wisselwerkingen zoals v, + e~ — v, + e~ mogelijk.

Daar voor lage energieén de elektrozwakke amplitude m.b.t. de W¥-bosonen tot de Fermi
punt-contact amplitude nadert, geldt:

92
G=—r—r
42032,

De grootheden g, My, Mz, 6,, en e zijn onderling aan elkaar gerelateerd, maar hun absolute
waarden worden niet door de theorie voorspeld.

De theorie van de vereniging van de elektromagnetische- en zwakke wisselwerking vormt het
Standaard Model. Een verdere vereniging van de elektrozwakke - en sterke wisselwerking
vormt de Grote Unificatie Theorie. Hierin wordt de basis gevormd door de eis dat de
natuurwetten invariant zijn onder lokale ijktransformaties van de SU(3). ® SU(2) ® U(1)-
symmetrie groep. Alle wisselwerkingen worden dan beschreven in termen van een enkele
koppelingsconstante.

De unificerende groep G moet de SU(3). ® SU(2)r ® U(1)-groep omvatten; daarom moet
G tenminste van rang 4 zijn. De eenvoudigste groep is dan SU(5). De energie waarbij de
unificatie optreedt is ongeveer 10'°GeV. De linksdraaiende fermionen en hun antifermionen
van 1 generatie bezetten een 5- en een 10-multiplet van SU(5) : 5(dp, dy, dy, €™, ve) Tesp.
10(p, Gy, Uy, dp, dy, dr, Up, Uy, ur, €7). In tegenstelling tot de Abelse ijktheorie U(1) hebben
de voortbrengers van de niet-Abelse ijktheorie SU(5) alleen discrete eigenwaarden, waaronder
lading, die dus gequantiseerd is. Daar de som van de eigenwaarden van de ladingsvoortbren-
ger voor elke representatie nul is, geldt voor het 5-multiplet: —3qqe —e = 0 — qq = —%
Hieruit volgt dat de lading van het proton en het elektron exact gelijk zijn.
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Er zijn 52 —1 = 24 ijkbosonen in SU(5): 8 gluonen, W+, Z°, ~ en 12 X- en Y-ijkbosonen met
massa van ongeveer 101°GeV, de zgn. leptoquarks met lading +%(XZ-), +%(Yl) en —%(71),
waarbij de ¢ de kleurindex is. Het proton is nu niet langer meer stabiel, maar kan vervallen
d.m.v. een X-boson via: p = 7 4 7, of p — 7% + e*. De gemiddelde levensduur van een
proton is min. ongeveer 1033j.

Een theorie waarin fermionen en bosonen in 1 multiplet worden gebracht en in elkaar over
kunnen gaan heet supersymmetrie. Bij een supersymmetrische theorie heeft elk ijkbo-
son een fermionpartner (...ino) en elk fermion een bosonpartner (s...). In het huidige heelal
is deze symmetrie verbroken. Elk deeltje bezit tevenss een nieuw quantumgetal, te weten
R-pariteit, dat nul is voor alle gewone deeltjes en +1 voor hun supersymmetrische tegen-
hangers. De grote unificatie verschuift hierbij naar rond de 10'7GeV. Om alle deeltjes te
kunnen beschrijven zijn 11 dimensies nodig i.p.v. 4 zoals in de ART. Een theorie van meer
dan 4 dimensies heet een Kaluza-Kleintheorie.

In supersymmetrische theorieén zitten automatisch een aantal aspecten van een quantum-
theorie van de gravitatiekracht ingebouwd.

Unificatie van de gravitatiekracht met de 3 andere krachten zou plaats kunnen vinden bij
de Planckenergieb van 10GeV. Als een supersymmetrie geijkt wordt, dan ontstaat er een
spin-2 ijkveld en een supersymmetrisch spin—l% ijkveld. Het spin-2 ijkveld stelt het gravita-
tieveld voor met als velddeeltje het spin-2 graviton. Een N = 1 supersymmetrische theorie
heet supergravitatie. Deze is echter niet renormaliseerbaar en de hoogste symmetrie O(8)
is te klein om de symmetrie van het Standaard Model te incorporeren.

Elke lokale quantum gravitatie veldtheorie loopt stuk t.g.v. quantumfluctuaties op de Plan-
ckschaal van ongeveer 1073%m, waardoor de theorie niet renormaliseerbaar is. Als deeltjes
echter niet als puntdeeltjes worden opgevat maar als 1-dimensionale lijndeeltjes (snaren ofwel
strings), dan blijken 10- (en 26-)dimensionale supersymmetrische stringtheorieén wel renor-
maliseerbaar te zijn. Hierbij zijn de 6 extra dimensies compact, d.w.z. deze vormen gesloten
krommen met een afmeting van 10~3m of kleiner. De ART blijkt nu uit de stringtheorie af
te leiden te zijn. Zonder de ART is de stringtheorie zelfs inconsistent. De stringtheorie mist
wel een onderliggend fysisch principe. De eis van 10 dimensies volgt uit het feit dat de in de
stringtheorie optredende anomalieén met een vermenigvuldigingsfactor (N — 10) voorkomen
en alleen geélimineerd kunnen worden als N = 10. Het getal 10 volgt uit de gegeneraliseerde
modulaire Ramanujanfunctie. Deze heeft 8 modes die elk overeenkomen met een bepaalde
trilling van een string. Daar in een relativistische theorie er nog 2 extra dimensies nodig
zijn om alle trillingen in rekening te kunnen brengen, is het totaal aantal dimensies 10. De
niet-gegeneraliseerde Ramanujanfunctie kent 24 nodes en geeft dus 26 dimensies. Alleen in

141



10 - en 26 dimensies kan een string zelfconsistent bestaan.

De zgn. heterotische string is een gesloten string met 2 typen trillingen, te weten rechtsom
in 10 dimensies en linksom in 26 dimensies waarvan er 16 zijn opgerold. De 16-dimensionale
ruimte heeft een F(8) x E(8)-symmetrie die groot genoeg is om alle andere symmetrieén te
omvatten. Nu kan een hyperoppervlak in een N-dimensionale ruimte bij verschillende fre-
quenties trillen hetgeen overeenkomt met een bepaalde SU (IV)-symmetrie. Als de golffunctie
van een deeltje over een dergelijk oppervlak trrilt, dan neemt het de SU(IV)-symmetrie over,
ofwel de SU(N)-symmetrieén van de deeltjes vloeien voort uit de symmetrie van de N-
dimensionale ruimte.

Een probleem is wel dat de stringtheorie teveel (miljoenen) oplossingen toelaat en dat de
klassieke storingsrekening niet toepasbaar is.
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Speciale Relativiteitstheorie

Het scalarprodukt van 2 vectoren A* en B, wordt gedefinieerd als:

APB, = A°BY — A1B! — A2B? — A3B3

Als de lichtsnelheid ¢ = 1 wordt gesteld, dan is het 4-dimensionale ruimtetijdinterval te
schrijven als:

dr® = d? — do® — dy? — d2?|

Een viervector is een grootheid met 4 componenten van de vorm «* | p =0, 1,2, 3.
Het ruimtetijdinterval is nu te schrijven als:

’ dr? = Ny datda?

1 0 0 0
L 0 -1 0 0 .
Hierin is 7, = 0 0 -1 0 de metrische tensor.
0 0 0 -1
De covariante componenten zijn te schrijven als: x, = n,2" <
To=CcCNx1=—2TNTy=—YyYAx3=—2

De contravariante componenten zijn te schrijven als: ¥ = n"#x, &
To=CcNXx1 =T NT2=YANT3=2

Hierbij is 7, = n"*.

Het ruimtetijdinterval is nu te schrijven als:

dr? = datdx, ‘

Als O en O’ t.o.v. elkaar een eenparig rechtlijnige beweging uitvoeren waarbij O’ een snelheid
U heeft t.o.v. O, met de X- en X'-aslangs ven Y || Y en Z || Z/ enop ¢t =0 O en O’
samenvallend, dan geldt” 00’ =t

A;s A een voorwerp is met positievector OA =7 resp. O'A=7i , dan geldt: OA =00’ +07A,
ofwel: 7=t +7 —

Galileitransformaties:

r =x— vt
Y=y
2=z
=t

Differentiatie naar ¢ geeft de voor snelheid van A:

V.Z{, - Vx —v
Vy// :Vy
Z/’ :VZ

143



. LAV av’
Fzﬁt+F’—>V:6+V’—>d—‘:: CZ

l

. v dv’
@A tov o= g A @A tov o = g

De versnelling van een voorwerp is dus voor alle waarnemers die eenparig rechtlijnig t.o.v.
elkaar bewegen hetzelfde.

Als op t = 0 een foton uit O = O’ vertrekt, dan zal een waarnemer in O na een tijd ¢ = t het
foton in A zien aankomen, met r = ct — x? + y? + 22 = °t?

Een waarnemer in O’ ziet het foton in A aankomen na een tijd ¢t = ¢/, met r’ = ¢t/ —

22 4y 4 2% = 27

Als de lichtsnelheid invariant is en men een lineair verband postuleert tussen x en 2z’ en
tussen t en ¢’ van de vorm z' = k(x — vt) resp. t' = a(t — bx), dan geeft substitutie hiervan
(met i =y en 2’ = 2): k%(2? — 2zvt + v22) + y? + 22 = 2a?(t? — 2tbx + b*2?) &

k2 2
(% — b%a®P)z? — 2(k*v — ba’c®)at 4+ 9 + 22 = [a2 - ;j ] A2 —

c
k202
B —b2a?? =1 A Ko —ba’® =0 A a2——2:1—>
c
1 v
k=a= —m——— AN b= =< —
1— (v?/c?) c?
Lorentztransformaties:
, T — vt
= ——
1— (v?/c?)
v =y
2 =z

= (/)
1— (v2/c?)

De scalar A*B,, en dr? zijn invariant onder een Lorentztransformatie.

Differentiatie naar ¢ geeft:
_dr—vdt Ve—w
VI (EE) VT (23)
_dt— (vdz/c*)  1— (vV,/c?)
VI (E) VT (23

Lorentztransformaties voor snelheden:

dx’ dt A dy =dy N dZ =dz A

dt' dt —

Ve—w
1= (WVa/e?)
V- 07/
Yy 1— (vV,/c?)
Vo/1 — (v2/c?)
# 1— (vV,/c?)
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Als een voorwerp in de X-richting beweegt, dan geldt:
Vx:V/\Vy:VZ:O/\V;C’,:V’/\Vy’,ZVZ’,:0—>
V—w Vi + o
V// = V, = T V=
@ 1= Vi) T 1= V@)

Hieruit volgt voor de relativistische formule voor het optellen van 2 snelheden u en v:

u—+v

YT (uv/c?)

Voor u = v = c¢ volgt hieruit dat w = ¢, d.w.z. de max. waarneembare snelheid is de
lichtsnelheid.

Als een voorwerp evenwijdig aan de X-as in rust is t.o.v. O’ en een lengte heeft van L' =
xy, — x), en t.0.v. O beweegt met een snelheid v met lengte L = xj, — x4, dan geldt:

, Tgq — Ut , Ty — Ut , , Ty — Tq
Ty =—F—— Ny = —F—mm—s 7 Ty — Ty = —F—e
SR W o=y =) B R w 7= =) R S Y/ e (oY 22

Lengtecontractieformule:
L=4/1- %/

Daar /1 — (v2/c?) < 1,is L < L', d.w.z. bewegende voorwerpen lijken korter.

Als 2 gebeurtenissen op dezelfde positie 2’ plaatsvinden t.o.v. O, dan geldt voor het tijds-
intrval: T =t — ¢,
Als O’ een snelheid v heeft t.0.v. O in de richting van de X-as, dan geldt voor O: T = t, —t,

t — (va/c?) P )

1— (v2/c?) Vi=(v?/e?)

_th+ (va/c?) g th + (va'/c?)
T Vi- AT 1= (0%
Tijddilatatieformule:

. !
De inverse van ¢ =

th—t

V1= (/)

ta *)tb*ta:

Tl

'=—we

Daar 1/4/1 — (v3/c?) > 1,is T > T', d.w.z. processen duren langer als ze plaatsvinden in
een stelsel dat t.0.v. de waarnemer beweegt.

Speciale relativiteitsprincipe: Alle natuurwetten moeten dezelfde zijn voor alle inerti-
aalwaarnemers die met constante snelheid t.o.v. elkaar
bewegen.

Dit betekent dat de lichtsnelheid voor alle inertiaalwaarnemers dezelfde moet zijn, hetgeen
alleen mogelijk is als men de Lorentztransformaties i.p.v. de Galileitransformaties toepast.

Experimenteel blijkt dat de massa m van een voorwerp toeneemt als zijn snelheid toeneemt:

mo
1— (v?/c?)

m =
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Hierin is mg de rustmassa van het voorwerp, d.w.z. de massa als het voorwerp in rust is.

Voor de relativistische impuls p’ geldt dan:

moz_)'

V)

Voor de kracht F geldt nu:

P dp i motU
dt — dt \ /1= (02/32)
Als een voorwerp een rechtlijnige beweging uitvoert, dan geldt:

d ( mov > mg dv m dv

T A\ VI ®)) = RPR A 1 (0¥3) dt 7 ma

Voor een eenparige cirkelbeweging geldt: || =constant —
P dp d moU mo dv U
_ =m— =ma
dt ~ at\ 1= (2/@))  VI-(2/) di  di N

Algemeen geldt voor een kromlijnige beweging:

1— (v2/c?)

Daar de coéfficiénten van ar en apy verschillen, zijn de kracht en de versnelling bij hoge
snelheden dus niet gelijkgericht.

Voor de kinetische energie 1" van een relativistisch deeltjee geldt:

T = /Fds —/ (mv)ds = 7v’ud(m’u) muv —/mvdv mov’ _ f movdv N

mov?
= e eV (03) —moc

m(] 62 2

T () °°

T —

Substitutie van m = mg/y/1 — (v?/c?) geeft:

2

T = (m—myg)c

Hierin is moc? de rustenergie van het deeltje.

Algemeen geldt dat met een energieverandering AE een massaverandering Am overeenkomt:

AE = (Am)c?
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VR C= PR Mme—

’T:pc—mOCQ‘

Voor de totale energie E (excl. potentiéle energie) geldt nu £ = T 4 mgc® —

2
mocC
E: —_— :mc2

V1= (v?/c?)

Substitutie van m = p/v geeft:

Substitutie van v>

p2 C4

EQ

=2
E="
U
S mgc* . -
n EF° = m geeft de energie-impulsvergelijking:
— (v?/c

E? = p?c® + mdct

Voor het foton geldt mg =0 —

Substitutie in v = pc?/E geeft dan v Foton = C-

Substitutie van p? = p2 + pz +p? in p? — (E?/c?) = —moc? geeft voor een waarnemer O:
P2+ +p2 — (E?/c?) = —moc?
Voor een waarnemer O’ die met snelheid v t.0.v. O beweegt geldt dan:

2 2 2
p/x _|_p/y +p/z _ (E2/62) — —m002
Volgens het relativiteitsprincipe moet dan gelden:

2 2 2

pa+ps+pi—(E?/c?) =p+p, +0; — (E?/?)
Dit is analoog aan de vergelijkingen voor de Lorentztransformaties als
P2=x ANpy=y ANp. =2 Net=E/c—

De energie-impulsvergelijking is dus invariant voor inertiaalwaarnemerss als geldt:

e W)
v 1— (v2/c?)
Py = Dy
Pl =Dp2
E/ — E - /pr
1— (v?/c?)

De energie-impulsviervector p* wordt nu gedefinieerd als:

" E
= zapzvpznpz

. E
Uit p,u = (C’ —DPx, _py7 _pz> VOlgt:

E2 2 2 2
pupt = —5 + P2+ + 1%
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) ) ) ¢ dx/dt dy/dt dz/dt
De viersnelheid u* wordt gedefinieerd als: u* = (, , , ) ‘ v =4/1— (v2/c?
Yo Y Y (/)

dt dr dy dz
r_ 1 (02/ 02 — At 1 — (v2/02 po_ [0 ar ay a2
dT" =dT\/1 — (v?/c?) & dr = dt\/1 — (v?/c?) = u (CdT’dT’dT’dT> —

m
uh dx
dr
Hieruit volgt:
uyut = 2 A pt = mout

Uit pup* = mou,mou# volgt:

_ 2.2
pupt = mge

De vierdimensionale covariante gradient operator 0, wordt gedefinieerd als:

N 8_(18888)

“oen \¢ 9t 9z’ By 0z

0y opereert op een scalarveld ® = vectorveld 0,
0y, opereert op een vectorveld B, = tensorveld 9,5,
0y opereert op een tensorveld F,g = tensorveld 0, F,g3

De vierdimensionale contravariante gradient operator 0 wordt gedefinieerd als:

1.9 0 98 _a>
c Ot 0z’ 0Oy 0Oz

M=o, = (

De D’Alembert operator ofwel golfoperator 0,0 wordt gedefinieerd als het 4-dimensionale
analogon van de Laplace operator:

(9“8“:(1 o _82 _82_82>

2 o2 9z Oyt 922

De vierdimensionale Laplacevergelijking wordt dan:

0,01 D(t, F) = 0

Stel: O = 9,0" — Vierdimensionale golfvergelijking:

2 —
oo, 7) = ~ . 28

5 gz Vet 7)
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Algemene Relativiteitstheorie

Stel: Sy : (z!,...,2%) | 0 < N < oo is een hyperruimte.
Voor de transformatievergelijkingen die (x!,...,2") aan (z',...,7") koppelen geldt dan:
7= fr(zt,.. ., 2N) | r=1,2,...,N

Stel: f, = 7" 3" =" (al,...,aN) o di" = O Zdat aid:c i‘wdms@
= dal 0N < oz
oz oz"
dz! dz! 9l 9aN o
: =J| ¢ |, metJ= : E<8x5> |r,s=1,2,...,N
dzN daN ozN ozN
Ozt 92N

J#£0=2*=25x,...,7V) | s=1,2,...,N
Een affiene ruimte is een intrinsiek gekromde N-dimensionale ruimte.

Een Riemannruimte Ry is een hyperruimte met een metriek ofwel elementair afstandsele-
ment.

InSggeldt Pz, 72 x)/\Q(:U +dzt, 7% + d7%, 7 + dT3) =
*PP.Q) = =+ 0 (dr%)?

3
oz" 0x" maon
mz::l; ( D ax”>dx dz" —
I G N N o o o W
Z Z . . dz"dx
== ox™  9x" | Oxm dx" | dx™  Oxn

—1 A=l —2 92 —3 -3 3.3
M: 9mn = Gnm = (al‘ : O + o : Oz + oz : oz > _>d82: Z ngndl'mdl'n

dzx™ QJxz™  Odz™ 9Jzx™ OJx™ Ox" — =

Algemeen geldt voor Sy voor de metrische vorm ofwel metriek ofwel het lijnelement
ds?:

N N
s2 = Z Z Imndx dz"™
m=1n=1

De N2 g,,n’s heten de metrische coéfficiénten en vormen de componenten van de metri-

sche tensor.

Sommatieconventie: als een index zowel boven als onder voorkomt, moet er over deze
index gesommeerd worden.

Het lijnelement is nu te schrijven als:

ds® = gmndxmda:"‘

Sz:ids? =de?+dy* +dz> = g1 =922=933=1 A gmn=0|m#n
Het lijnelement is invariant, d.w.z. onafhankelijk van het gebruikte codrdinatenstelsel.
In bolcodrdinaten geldt: x = rsinvcosp A y=rsinvsing A z=rcosv —
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dx = sinv cos pdr + r cos v cos pdv — rsin v sin pdp
dy = sin v sin pdr 4 r cos v sin odv + rsin v cos @dp
dz = cosvdr — rsinvdv

ds? = dr? + r2dv? 4 2 sin? vdy?

Hieruit volgt voor de metrische componenten:
gw:1/\gw,:7”2/\g¢¢:7“2$in21//\gmn:() | m#n

Voor elke Euclidische N-dimensionale ruimte geldt: ¢m, =1 | m =nen gn, =0 | m # n,
en is ds? > 0.

Als ds? = gpndxz™dz™ van een ruimte S voor geen enkele codrdinatentransformatie herleid
kan worden tot ds? = (dz™)? over de gehele ruimte S, dan is S intrinsiek gekromd.

In niet-Euclidische ruimten kan ds? indefiniet zijn, d.w.z. ds?> = 0 met niet alle dz-en nul
(nulverplaatsing), of ds? pos. voor sommige dz-en en neg. voor andere dz-en.

In de Minkovski-tijdruimte wordt de t-as (die loodrecht op de 3 ruimte-assen staat) ver-
menigvuldigd met ¢ — ¢t wordt in ruimte-eenheid uitgedrukt; vermenigvuldiging met i geeft
ict, welke (imaginaire) as per definitie loodrecht op de reéle ruimte-assen staat.

Zo ontstaat het Minkovski-diagram: (ict,z,y,z) —

Afstand tussen 2 punten: (As)? = (icAt)? + (Ax)? + (Ay)? + (A2)? &

ds? = —c2dt? + dx® + dy?® + dz?

Stel: ¢c=1—

ds? = —dt? + dx® + dy? + dz? ‘

Dit is een pseudo-Euclidische indefiniete tijdruimte, daar g, = +1 | m = n.

De signatuur van ds? wordt bepaald door de volgorde van de algebraische tekens; —, + +
+ —

ds? > 0 = ruimte-achtige intervallen

ds? < 0 = tijdachtige intervallen

ds?> = 0 = lichtachtige intervallen

(Bij een signatuur +, +, 4, — is dit omgekeerd.)

In de ART geldt dat de componenten van de metrische tensor overeenkomen met de po-
tentialen van het gravitatieveld, en dat de affiniteiten (afgeleiden van de metrische tensor)
overeenkomen met de veldsterkte van het gravitatieveld.

De metriek van Ry is evenredig aan de gravitatie, die evenredig is aan (massa + energie),
die evenredig is aan de energie-impulstensor.

Een reéel gravitatieveld is alleen in een zeer beperkt gebied van de ruimte te benaderen
d.m.v. een homogeen statisch gravitatieveld —

Equivalentieprincipe: In elk punt P van R4 van een willekeurig gravitatieveld kan men
een lokaal inertiaalstelsel oprichten zodat in een klein gebied rond P de gravitatiekrachten
nul zijn (“wegtransformeren” van de gravitatiekracht). In een dergelijk gebied geldt dan de
SRT.

Algemene covariantie: Fen fysische vergelijking is juist in aanwezigheid van de gravitatie
als:
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1. De vergelijking algemeen covariant is, d.w.z. dezelfde blijft onder een cotrdinatentransformatie
" —=zT"

2. De vergelijking juist blijft als de gravitatie afwezig is.

Hieruit volgt dat de vergelijkingen inclusief gravitatie op te stellen zijn door de analoge
vergelijkingen uit de SRT algemeen covariant te maken.

Bij een verplaatsing van een vector V van punt A naar B kan V, onafhankelijk van het
coordinatenstelsel, een verandering W krijgen, alsmede een verandering Wy krijgen die wél
van het codrdinatenstelsel afthangt. Voor de totale verandering W t.g.v. de verplaatsing
geldt dan: W = W7 + Wy

De covariante afgeleide wordt nu gedefinieerd als:

Wi =W —W;

Alle wisselwerkingen m.u.v. de gravitatie staan in verband met W7i; alleen de gravitatie staat
i.v.m. Ws. In de ART is een gravitatieveld géén veld op zich, maar intrinsiek verbonden met
de ruimte zelf.

Stel: kromme « : 2° = x%(s) | s de booglengte
dz' zijn de componenten van een contravariante vector, ds is een invariant — dx*/ds is een
contravariante vector in P(z’) met grootte - in een Ry met metriek ds = (g;;dz’da?)Y/? -
g dr' da?
ds ds

1/2 ;
> =1; I zijn dus de componenten van een eenheidsvector rakend aan ~.
s
Een geodeet wordt gedefinieerd als een kromme waarvan de raaklijnen in elk punt dezelfde

richting hebben.
Stel: een eenheidsraakvector wordt parallel verplaatst van punt P(z?) naar punt P'(z+dx?)

Co k S dzt i dxk i) dxd  diF
k— _TkBigel = — g - _ 2 dyd = — o
0B I, B'dx {ij}B dax? — 6 ( s ) {k:]} I dx {]k} 7 ds ds —

i i i : j k
componenten in P’: Ci;j +6 <d$ ) _ { ! }d:v . dids

S ds ds ik ds ds

ds —

Tevens geldt voor de componenten in P’ * - + —2
ds sid ds ds

Bewegingsvergelijkingen voor een deeltje langs :

d?ax? i | dad daF
=ty oo =0
ds? jk[ ds ds

dl
M:ul:d—i%

du? 7 .
Ik —
ds + {jk}u U 0

Deze vergelijkingen gelden niet voor een foton, daar dan ds = 0.
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Stel: (p)'—> d:pi /dp zijn dan de componenten van een contravariante raakvector met grootte
| dx" dx’?
nul: g;i— - —

De kromme is nu een nulgeodeet:

d*x’ { i }d:cj da®

<ty 5 =0
dp* | jkJ dp dp

Vrije deeltjes volgen altijd een geodetische baan; de eigenschappen van een dergelijke baan
zijn onafhankelijk van de deeltjes. Hieruit volgt dat zware massa gelijk is aan trage massa.
Een homogeen statisch gravitatieveld is dan equivalent met een versnelde beweging. Dit
geldt niet voor een reéel veld, daar dat inhomogeen is. Een reéel veld kan dus niet wegge-
transformeerd worden d.m.v. een versneld codrdinatenstelsel. Wel geldt dat in elk punt van
een gravitatieveld men een lokaal inertiaalstelsel kan oprichten zo, dat in een voldoend klein

gebied rond dit punt de natuurwetten dezelfde vorm aannemen als in een onversneld stelsel
bij afwezigheid van gravitatie (SRT).

Een lichaam dat alleen aan inwendige krachten onderworpen is, wordt beschreven door een
spanningstensor. Als dF de kracht is die het lichaam aan de ene kant van een oppervlakte-
element dS uitoefent op de andere kant van dS, dan geldt voor de i-de component van dF"
dﬁl = Jijnj ds

Hierin is n/ de grootte van de projectie van de naar buiten gerichte eenheids normaalvector
7 op de j-de codrdinaatas, en o;; de spanningstensor. In R3 is 0;; te schrijven als:

Oxx Oxy Ozz
g = O‘yz ny O-yZ
Ozx Ozy Ozz

De diagonaalelementen vormen orthogonale spanningscomponenten, d.w.z. ze staan lood-
recht op het corresponderende oppervlakte-element van een elementaire kubus in het voor-
werp; de overige elementen zijn schuifspanningscomponenten die tanentieel werken.

Als het lichaam in evenwicht is, dan mag er geen koppel optreden; hieruit volgt dat o;; = 0;,
waaruit volgt dat o te diagonaliseren is, hetgeen inhoud dat de coordinaatassen zo gekozen
kunnen worden dat o;; = 0 voor 7 # j. Als het lichaam tevens isotroop is, dan geldt: o;; = p
voor ¢ = j —

p 0 0
o=\ 0 p 0 | &0y =pd; — dF; = p5ijnjd5' = pn'dS
0 0 p

In R, (ongekromd) heeft o;; 4 diagonaalelementen; de 3 ruimtecomponenten vormen de
drukken p, en de tijdcomponent vormt de energiedichtheid e:

Tn :T22:T33 =p A Tjo:OVOOI‘j:1,2,3 VAN TO():E.

Als er geen schuifkrachten zijn, dan is T te schrijven als:

e 000 e 000 0000
7 _lopo0oo0o|_[oo0oo0o0| f0opo0o0
mn 00 po 0000 00 po
000 p 0000 000 p

152



Ty heet de energie-impulstensor.

De Minkovski-tensor 7,,, van de SRT wordt gedefinieerd als:

100 0
1 o 100
=19 0 1 0

0 00 1

Voor een bewegend lichaam waaraan een cotrdinatenstelsel is verbonden geldt voor de 4-
snelheid (u”,u!,u? u3): u®=1 A w/ =0 voor j = 1,2,3. Er geldt dan:

-1 0
Nmnt" U™ = ( 0 0 ) wlul = —1

e 000
0000
EUpU, = €.1.1 = 000 0
0000
“p 0 0 0 p 00 0
0 p 0O 10000
0 0 0 p 0 00O

Uit de laatste 4 vergelijkingen volgt: fmn = EUmUn + PNmn + PURUR —

Ton = (5 + p)umun + PNmn

Deze vergelijking geldt ook voor niet-meebewegende cotrdinatenstelsels.

Tjo =T oj voor j = 1,2, 3 zijn de impulsdichtheden ofwel de energiedichtheidsfluxen door de
codrdinaatvlakken. Voor een meebewegende waarnemer is u; voor j = 1,2,3 nul, en dus
Tijo=0 AN Ty =T =T33 =p N Tpp =¢.

In een stromende vloeistof zal er door elk vlak van een infinitesimale kubus met zijde [
energie in- en uitstromen. Wegens de Wet van behoud van energie zal de som van de in- en
uitstromende energie gelijk moeten zijn aan de energieverandering in de kubus —

P{Tor(z = 0) — Tor (w = 1)} + I*{Toa(y = 0) — Toa(y = D)} + *{Tps(z = 0) — Tos(z = )} =
l38T00
ot
Toi(z = 0) — Tou(z = 1) n Tha(y = 0) — Toa(y = 1) n Tos(z =0) — Tos(z = 1) _ 9Tho R
l l l ot

oT, oT, oT, oT,
00 + 01 + 02 + 03

ot d9r | Oy 5. Y

Hieruit volgt:

Too,o + T()l,l + T02,2 + T03,3 = TOn,n =0

Dit stelt dus de Wet van behoud van energie voor.
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Analoog geldt voor de Wet van behoud van impuls:

Tmm,n =0

Voor de Wet van behoud van energie én impuls geldt dan:

Tonpn =0 |m,n=0,1,2,3

Hieruit volgt dan voor de ART:
Tigsle =0

De covariante divergentie van T;; is dus nul voor gesloten systemen.
De covariante vergelijking voor T, wordt:

’Tmn = (5 + p)umun + P9mn ‘

Hierin is gppu™u”™ = —1.

De behoudswet Tjj.;, = 0 heeft betrekking op de massa én het gravitatieveld. Om de gravita-

tievergelijkingen van Einstein te bepalen is een tensor nodig die de energie en materie in de

ruimte bepaalt en die gerelateerd kan worden aan de metrische tensor, welke de tijdruimte

structuur bepaalt. Deze tensor is de covariante veralgemening 7,, van fmn

Als ' de cobrdinaten zijn van een orthonormaal Cartesisch inertiaalstelsel in een klein ge-

bied rond een punt P van de tijdruimte, z’ de algemene coérdinaten rond P, en T,s de

componenten van T in P uitgedrukt in y*, dan geldt voor de componenten van T, in z*:
ay"  0yY° ~

Tonn = g ggn 7

Trs A Tmn

. ~ ~ ~ ay™  oy" oy Oy® ~
Iny' geldt: Ty =17 = T3 » 77" = S 22 = o poalrs
Dit geldt voor elk punt in Ry, zodat er dus sprake is van een energie-impulstensorveld in .
", =0—In y® wordt dit: fmn’n =0— Als T™",, = 0 geldig is in y', is ze tevens geldig
in z°.
Het verband tussen 7™ en ¢g"" moet dus zo zijn dat T™",, = 0 er uit volgt.
In de klassieke mechanica geldt voor de gravitatiepotentiaal V: V = —Gm/r —
V2V = 471Gp, met p de materiedichtheid.
Deze vergelijking moet een limietgeval zijn van de gravitatiewet in de ART. Verder moet Ty
overeenkomen met de energie(=massa)dichtheid en V2 met de 2-de orde afgeleiden van g™".
De Einsteintensor voldoet aan deze eisen. Dit leidt tot het poneren van de
Gravitatiewet van Einstein:

Hierin is K een negatieve evenredigheidsfactor die gerelateerd is aan G d.m.v. de vergelijking:

De vergelijking van Einstein bestaat uit 42 = 16 veldvergelijkingen, waarvan er 10 onafhan-
kelijk zijn.
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Er zijn een aantal equivalente formuleringen mogelijk, en wel de volgende:

Ry — %gmnR = KT

g R™ = 39g™ R = Kgn/T™ —

R™, — 16™,R = KT™,

Hieruit volgt: R™y, — 6™, R = KT™, <& R—iNR=KT -+ N =4= R=-KT —

R™Mn — _K(%gmnT _ Tmn)

Een andere mogelijke formulering van de gravitatiewet is:

Hierin is A de kosmologische constante. De veldvergelijkingen zijn niet-lineair; daar
het gravitatieveld zelf energie bevat (er wordt a.h.w. massa-energie overgebracht, i.t.t. het
elektromagnetische veld, dat geen lading overbrengt). Voor zwakke gravitatievelden kunnen
in eerste benadering de vergelijkingen echter gelineariseerd worden.

In een lege ruimte is 77" =0 —

Rmn_%gmnRZO

Tevens is dan R = 0, zodat R™" = 0.
Dit betekent echter niét dat deze lege ruimte Euclidisch is, daar uit R™” = 0 niet per se
volgt dat Rgpmpn = 0.

Voor zwakke gravitatievelden geldt: gmn = Nmn + Amn met |hpy| < 1 —

.k. = g"[ij,r] =~ %nkr <8hj S 8hr.i _ Ohij >; in geodetische codrdinaten geldt dan:
ij ox? oxJ ox"

I Dk il ozt | jk

) <8hlr Oy ahﬂ) ) (8hkr Oy ahjk,)

. 1
szkl — 577W

ozk \ ozJ oxl " ozl \ 0zJ Oxk oz"
R dyr (P Oy Oy Phi | 0y Oy
J 2 0xkoxi = Oxkoxt  OxFOx™  Oxi0xi  OxtOxkF  Oxidx”
Ry Ly (P Oy Oy 9y
J 2 Ozk0xi  OxkOxr  OxidxI  Ozidx”
2 0x9020 0200z  Oxt0x  Oxidz”

Voor een statische massaverdeling zijn de afgeleiden naar de tijd (0-codrdinaten) nul —
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-1 0 0 O
R 1w @ho 1| 0 1 0 0 | 9hoo
0=3" Bpigzr 2|1 0 0 1 0 | dziowr
0 0 0 1
Ron = — 4+ 1 — 1y?y
00 27 (020)2 +3 (0z1)2 " (822)2 " (023)2 3 V" hoo
U<<C=>T00>>Tij‘i,j=1,2,3—>ﬂj%0‘i,j%o—)Rij‘—%gin=0<=>Rij%%7]in—>
-1 0 0 O
. . 0O 1 0 O
Rii =Ry =Rz=3R—> R=R",=g"Ry =" Ry = 0 0 1 0 |fre
0O 0 0 1

R =—Ryy+ Ri1 + Rog + R33 = —Rgo + %R — Ryp = %R

Ry = %ggoR—i— KTy ~ %7700.2]%00 + KThpo = —Roo + KTgg & Roo = %KTQO = %K&‘ —
Vzhoo = Ke

Stel: € = oc? —

Vzhoo = KQ02
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