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Geen meting zonder fout

Eerste dagdeel

Inleiding

Bij het werken in een laboratorium zul je regelmatig (kwantitatieve) metingen verrichten. Uit deze meetwaarden zullen conclusies getrokken moeten worden, er worden andere grootheden mee uitgerekend, of ze worden grafisch verwerkt. Van essentieel belang daarbij zijn der begrippen nauwkeurigheid en fout.
Wanneer iemand zegt dat de pH-waarde “precies 7” is, weet je nog niet zo heel veel: is dat tussen 6,5 en 7,5 of tussen 6,99 en 7,01 of tussen 6,9999 en 7,0001?
Een waarde (7,2 ( 0,2) zegt veel meer: de pH ligt tussen 7,0 en 7,4. 

Je zult ook bij gemeten waarden de correcte eenheid moeten noteren, eventueel met machten van tien. Bijvoorbeeld: (0,055 ( 0,003) g/l of (55 ( 3).10-3 kg/m3. Een dichtheid van 55 zonder eenheden zegt niets. Denk er aan dat ook een nauwkeurigheid een eenheid heeft: (0,02 g en niet (0,02.

Wanneer vijf mensen de pH van een oplossing bepalen, zullen ze niet allemaal dezelfde uitslag krijgen, tenzij ze zeer grof (sterk afgerond) noteren. Het is van belang de oorzaken van die verschillen te kunnen onderkennen om na te kunnen gaan of er sprake is van fouten in de meetmethode, echte meetfouten of dat het een “onschuldige” toevallige variatie rond de werkelijke waarde is. Als een iemand vijf keer meet, krijgt zij doorgaans ook niet vijf exact gelijke waarden (tenzij je b.v. telt).

Leerdoelen

Na het uitvoeren van deze submodule kun je:

· onderscheid maken tussen grootheden, symbolen, waarden en eenheden

· resultaten correct (afgerond) noteren met voorvoegsels, machten, eenheden en nauwkeurigheden

· uitleggen welke verschillende soorten fouten en foutoorzaken er bij het meten bestaan

· significant noteren

· belang inzien van foutenschatting en –berekening

· gemiddelden kunnen berekenen met rekenapparaat 

Opdracht 1 

Voorbereiding thuis of in de mediatheek

1. Bestudeer uit het boek van De Geus: Natuurkunde voor het HLO paragraaf 1-1. 

Na bestudering kun je:

· zeggen welke basiseenheden (grondeenheden) er zijn

· samengestelde eenheden terugbrengen tot een combinatie van basiseenheden

· gegevens met verschillende voorvoegsels en machten noteren

2. Bestudeer uit De Geus tevens de paragrafen 1-2-1 en 1-2-2.

Na bestudering kun je:

· uitleggen waarom de nauwkeurigheid van een meetwaarde van belang is

· systematische- en toevallige fouten onderscheiden

· het verschil in effect van systematische fouten en toevallige fouten aangeven

· het verschil aangeven tussen de juistheid en de precisie van meetwaarden

N.B.:
Neem je rekenapparaat en een rolmaat, meetlint of duimstok mee naar school!

Opdracht 2

Op school uit te voeren

Benodigdheden

· meetlint, rolmaat of duimstok

· rekenapparaat

Werk in groepjes van 4 personen.

1. Noteer de samengestelde eenheden N, J en V in basiseenheden (hint: maak gebruik van formules).

2. Noteer U0 =3,5 V in kV, mV en µV.

3. Schat (op het oog; blijf op je plek zitten!) de hoogte en breedte van het bord voorin het klaslokaal. Noteer deze met een schattingen van de nauwkeurigheid: h = hgeschat ( dh en b = bgeschat ( db. Hierbij zijn dh en db de (on-)nauwkeurigheden in de metingen. Probeer zinvol te noteren (aantal decimalen en zo).

4. Meet vervolgens de hoogte en breedte met je geodriehoek; noteer (met mogelijke fout) opnieuw. 

5. Meet de hoogte en breedte tenslotte met een rolmaat; noteer met mogelijke fout.

6. Vergelijk de metingen en verklaar de verschillen. Ga na welke foutoorzaken (-soorten) er kunnen zijn bij de metingen. Maak aantekeningen.

7. Drie studenten meten elk de massa van een voorwerp. Student A meet een massa van 680,68 g; studente B meet 680,66 g en studente C meet 680,7 g. Ga na welke conclusies je kunt trekken over de massa van het voorwerp. Wat zou de werkelijke massa kunnen zijn?

8. Maak opgave 11 en 12. Bestudeer daartoe paragraaf 1-2-3. 

9. De dichtheid van een voorwerp wordt bepaald door het quotiënt van massa en volume: m/V. Voor een rechthoekig blokje meet je lengte, breedte, hoogte en massa: L = 55,0 mm; b = 20,5 mm; h = 1,5 mm; m = 10,054 g. Bereken de dichtheid en noteer hem significant.

10. Bestudeer paragraaf 1-2-4 en maak opgave 15 uit De Geus.

Noteer vijf getallen en bereken het gemiddelde. Ga vervolgens met elkaar na hoe je met het statistiekprogramma van je rekenapparaat hetzelfde kunt doen.

Nabespreking

Ga na welke zaken nog niet duidelijk zijn en formuleer daar zo duidelijk mogelijke vragen over (opschrijven).

Opdracht 3

Thuis te verwerken

Maak uit het boek (de Geus) opgaven 1, 3, 10, 13, 14.

De "normale verdeling"

Tweede dagdeel

Inleiding

Deze week ga je je verdiepen in de "normale" verdeling. Dat is een kansverdeling die aangeeft hoe groot de relatieve kans is een bepaalde meetwaarde te krijgen. B.v. de kans dat de lengtemeting van een Utrechts meisje de waarde 1,78 m oplevert. De normale verdeling is uiterst belangrijk in de statistiek; hij wordt veel gebruikt, aangezien er zeer veel gegevens normaal verdeeld zijn. Gemiddelden van grotere steekproeven mogen doorgaans als normaal verdeeld worden beschouwd. Bij het gooien van een dobbelsteen bestaat de kansverdeling uit zes punten op een rechte lijn (alle kansen 1/6=0,17). Dat lijkt dus absoluut niet op een normale verdeling. Maar de som van een aantal dobbelstenen (b.v. zes of meer dobbelstenen tegelijk gooien) volgt steeds beter de normaalverdeling naarmate het aantal worpen groter wordt. Wanneer je een aantal metingen middelt, volgt het gemiddelde dus al gauw een normale verdeling.

Leerdoelen

Na het uitvoeren van de opdrachten in deze submodule kun je:

· een histogram maken.

· uitleggen wat de normale verdeling is en wat het belang ervan is.

· berekeningen als gemiddelde, standaarddeviatie, (95%) betrouwbaarheidsinterval maken met normaal verdeelde gegevens.

· het 95%-betrouwbaarheidsinterval van het gemiddelde van een serie meetwaarden berekenen met t-tabel en rekenapparaat.

Opdracht 1

Voorbereiding thuis of in de mediatheek

Bestudeer uit De Geus paragraaf 1-2-5.

Na bestudering kun je:

· de begrippen spreiding, normaalverdeling (gaussverdeling), relatieve 

frequentiedichtheid, populatiegemiddelde, standaardafwijking (-deviatie), betrouwbaarheidsinterval en variatiecoëfficiënt beschrijven

· uitleggen wat een normaalverdeling is en wat de kenmerkende grootheden ervan zijn.

· het verband tussen betrouwbaarheidsintervallen en normaalverdeling aangeven.

· onderscheid maken tussen steekproef - en populatieparameters.

· uitleggen wat het 95%-betrouwbaarheidsinterval van een normaalverdeling is.

Formuleer onduidelijkheden en vragen.

N.B.:
Neem je rekenapparaat en een dobbelsteen mee naar school!

Opdracht 2

Op school uit te voeren

Benodigdheden: 
· dobbelstenen (4 per groep).

Werk in groepjes van 4 personen.

1. Gooi per groep 50 maal met een dobbelsteen en noteer de uitkomsten. Maak er een histogram van. D.w.z. maak een diagram waarop de x-as de mogelijke uitkomsten staan (1 t/m 6) en op de y-as het aantal keer dat die waarde voorkwam. 
2. Gooi 50 maal met 4 dobbelstenen en noteer telkens de som (turf hoe vaak de sommen 4 t/m 24 voorkomen). Neem ook de uitkomsten van de andere groepjes over. Hoe meer waarden je hebt, hoe fraaier het resultaat wordt. Maak een histogram: op x-as de waarden 4 (minimum: 4x1) t/m 24 (maximum: 4x6), op de y-as de frequentie. Vergelijk met het vorige histogram. Welke vorm zal het diagram benaderen als je met veel dobbelstenen heel vaak gooit?

3. Teken zo netjes mogelijk een normaalcurve in je histogram en ga na hoe groot het gemiddelde, de standaardafwijking en de variatiecoëfficiënt zijn en schat het 95%-betrouwbaarheidsinterval. 

1. Lees paragraaf 1-2-6 goed door en probeer de volgende vragen te beantwoorden:

a) wat is het verschil tussen steekproef- en populatiegemiddelde?

antwoord:

b) wat is het verschil tussen steekproef- en populatiestandaarddeviatie?

antwoord:

c) wat is het verschil tussen het 95%-betrouwbaarheidsinterval van een meting en dat voor het gemiddelde van 9 metingen?

antwoord:

d) Voor het populatiegemiddelde geldt: µ = xgem (  t•s/(n. Hoe kom je aan s?

antwoord:

e) Waarom dient de standaarddeviatie die je rekenapparaat geeft met t vermenigvuldigd te worden?

antwoord:

f) Waar zoek je in de t-tabel (aantal vrijheidsgraden)?

antwoord:

g) De fabrikant van chocoladerepen (merk Caco) beweert dat er tenminste (gemiddeld) 

29% cacao in de repen zit. Om dat te controleren wordt van 7 willekeurig gekozen repen nauwkeurig het cacaogehalte bepaald. De resultaten zijn: 28,2%; 27,8%; 29,3%; 28,6%; 28,5%; 28,8%; 28,4%. Kan de bewering van de fabrikant juist zijn?

h) Stel een normaal verdeelde populatie heeft: µ = 100 en ( = 10. Vergelijk de 

kans om bij meting de waarde 100 te krijgen met de kans op de waarde 110 (Hint: gebruik de grafiek op blz. 22). Hoe groot is de kans om een meting 100<x<105 te krijgen in vergelijking met de kans een meting 95<x<105 te krijgen? Er geldt dat 2,5% van de metingen groter is dan: ………..

Nabespreking

Formuleer vragen voor de nabespreking.

Opdracht 3

Thuis te verwerken 

Maak uit het boek de opgaven 18 (e is een getal dat vast in je rekenmachine zit (e = e1), 19, 25 (neem c1=7,4 en c2=7,6), 26, 27, 28, 29, 30. Probeer je (grafische) rekenmachine creatief te gebruiken!

Doorwerken van fouten en tellen

Derde dagdeel

Inleiding

Vaak dien je met een aantal gemeten waarden (95%-betrouwbaarheidsinterval) met behulp van een formule een grootheid uitrekenen. Van die berekende grootheid wil je meestal ook de nauwkeurigheid weten. Je dient dus het effect van de verschillende (partiële) fouten op de berekende grootheid te bepalen. Dit "doorrekenen" leer je in deze submodule. Voor eenvoudige formules (optellen, vermenigvuldigen) kan ook gebruik gemaakt worden van absolute en relatieve fouten. 

Soms bestaat een meting uit een telling van een gedeelte van een populatie. Wat je daaruit kunt afleiden voor de hele populatie leer je aan de hand van twee grafieken:

· tellingen; wanneer je b.v. het aantal erytrocyten op 1 mm2 hebt geteld levert de grafiek 

het 95%-betrouwbaarheidsinterval van het gemiddeld aantal per mm2

· fracties; je telt b.v. van een aantal muizennesten welk gedeelte van de jongen een 

bepaalde eigenschap bezit; de grafiek levert je het 95%-betrouwbaarheids interval van de werkelijke fractie.

Leerdoelen

Na het uitvoeren van deze submodule kun je:

· in formules onnauwkeurigheden doorrekenen

· met relatieve en absolute fout rekenen

· 95%-betrouwbaarheidsinterval bepalen voor tellingen en fracties m.b.v. de bijbehorende grafieken

Opdracht 1 

Voorbereiding

Bestudeer uit De Geus de paragraven 1-2-7 en 1-2-8.

Na bestudering kun je:

· vertellen wat verstoorde en onverstoorde waarden zijn bij het doorrekenen.

· zeggen aan welke voorwaarden een formule moet voldoen voordat je mag verstoren.

· de totale verstoring berekenen als je de partiële verstoringen kent.

· een eenvoudige foutenberekening maken met doorrekenen.

· onderscheid maken tussen procentuele fout en absolute fout en weet je wanneer je ze dient te gebruiken.

Opdracht 2

Op school uit te voeren

Werk in groepjes van 4 personen.

1. Omschrijf met eigen woorden de volgende begrippen:

a. onverstoorde waarde:

b. verstoorde waarden:

c. partiële verstoring:

d. Waarom zouden de partiële verstoringen niet gewoon opgeteld mogen worden?

2. Beschrijf aan welke voorwaarde(n) een formule moet voldoen om verstoringen uit te kunnen rekenen:

3. Bereken de brandpuntafstand (met de nauwkeurigheid) van een lens, als de volgende voorwerp- en beeldafstanden gemeten zijn: v = (12,6 ( 0,4 ) cm en b = (64,0 ( 1,0) cm. Welke fout heeft meer invloed op de nauwkeurigheid? Verklaar dat.

4. Lees paragraaf 1-2-9 goed door en bedenk wat de betekenis is van de grafieken (1-10 en 1-11). Bekijk ook voorbeeld 1.6 en 1.7 goed.

5. In beide grafieken wordt het 95 %-gebied groter als het getelde aantal, respectievelijk de fractie kleiner wordt. Geef daarvoor een verklaring.

6. Wanneer je dertig cellen van een bepaald type telt op een oppervlak van 1 mm2, hoeveel zullen er dan gemiddeld op een mm2 zitten volgens de grafiek op blz. 35 (95%-betrouwbaarheidsinterval)?

Hoeveel zitten er dan op 1 cm2?

1. Wanneer bij een steekproef van 8 ratten er vier ziek blijken te zijn, welk gedeelte van de populatie is dan volgens de grafiek op blz. 36 ziek (95%-betrouwbaarheidsinterval)?

2. Kijk nog eens naar voorbeeld 1.6 en ga na wat de resultaten zouden zijn als er niet 302 maar 250 erytrocyten per mm3 zouden zijn geteld.

3. Twee studenten tellen het aantal bacteriën op 1,0 mm2 van een kweekbakje met straal r = 3,0 cm. Student Van Dijk telt er 31 terwijl studente During er 48 telt. Ga na of ze aan hetzelfde bakje kunnen hebben gemeten; verklaar je antwoord. Bereken het totaal aantal bacteriën (95 % betrouwbaarheidsinterval) in het bakje als ze willekeurig verspreid zitten en de studenten inderdaad aan hetzelfde bakje gemeten hebben.

4. Noteer voor jezelf de dingen die onduidelijk zijn of waar je problemen mee hebt.

Nabespreking

Bespreking van de vragen en samenvatting van de stof.

Opdracht 3

Thuis te verwerken

Maak de opgaven: 39; 40; 41; 42; 43; 44; 45

De rechte lijn

Vierde dagdeel

Inleiding

Bij het werken met apparatuur in een lab, zul je regelmatig te maken krijgen met ijklijnen. Voor een aantal bekende (gestandaardiseerde) oplossingen/concentraties of anderszins, wordt de uitslag gemeten. Met deze gegevens wordt de ijkgrafiek gemaakt en aan de hand van die ijkgrafiek kan met de uitslag de onbekende oplossing/concentratie bepaald worden. De eenvoudigste ijklijn is een rechte lijn. Je moet wel eerst nagaan of het verantwoord is om door een serie punten een rechte te trekken Je kunt dat doen door de punten in een grafiek te tekenen; maar wanneer is een rechte nu gerechtvaardigd? Je kunt ook een correlatiecoëfficiënt berekenen; maar bij welke uitslag is een rechte verantwoord? Om wat wetenschappelijker te werk te gaan kun je de volgende procedure volgen: Bepaal voordat je de metingen doet hoe groot de (absolute) correlatiecoëfficiënt minimaal dient te zijn. Dat hangt er van het experiment af. Wanneer je met een goede stroom en een goede spanningsmeter de stroomsterkte door en spanning over een weerstand bepaald zal de correlatiecoëfficiënt groter dan 0,9990 moeten zijn. Maar bij biologische experimenten zul je vaak met r~0,9 al tevreden zijn, omdat de biologische diversiteit van levend materiaal allerlei verstoringen oplevert.

Wanneer je hebt vastgesteld dat er inderdaad zo’n lineair verband bestaat, dan kun je met je rekenapparaat vrij gemakkelijk door de ijkpunten de beste rechte berekenen: lineaire regressie. Tevens kun je dan precieze foutenberekeningen maken, uitslagen (met nauwkeurigheid) voorspellen in een nog niet gemeten gebied, asafsneden berekenen, enz. Maar lineaire regressie is ook in allerlei andere situaties een krachtig instrument. Bij voorbeeld: bij het berekenen van de richtingscoëfficiënt (met nauwkeurigheid) van een grafiek: zet je in een grafiek de elektrische spanning uit als functie van de stroomsterkte, dan is de helling de weerstand. In deze submodule leer je berekeningen te maken met behulp van lineaire regressie.

Leerdoelen

Na het uitvoeren van de submoduleopdrachten kun je:

· zeggen hoe je de afhankelijke en onafhankelijke variabelen in een grafiek zet.

· uitleggen wat lineaire regressie is.

· aangeven wat de kleinste kwadratenmethode doet.

· aan de hand van de correlatiecoëfficiënt iets zeggen over ligging van de meetwaarden.

· de richting van een lineaire grafiek met zijn nauwkeurigheid bepalen.

· de asafsnede met nauwkeurigheid berekenen.

Opdracht 1 

Voorbereiding

Bestudeer uit De Geus paragraaf 1-2-10. Maak je niet te druk over de grote formules.

Na bestudering kun je:

· bepalen welke de afhankelijke - en onafhankelijke variabelen zijn.

· aangeven wat de symbolen in de vergelijking van een rechte lijn voorstellen.

· het principe van lineaire regressie uitleggen.

· aangeven wat de correlatiecoëfficiënt je zegt over een serie meetwaarden.

· aangeven welke grootheden je kunt berekenen (wat stellen ze voor?) met behulp van de formules op blz. 40 en 41.

Opdracht 2

Op school uit te voeren
Werk in groepjes van 4 personen.

1. Noteer zelf je antwoorden en formuleer zo duidelijk mogelijk vragen over de zaken die je niet snapt.

2. Formuleer het verschil tussen afhankelijke en onafhankelijke variabelen. Bedenk drie experimenten en ga na wat daarbij de afhankelijke – en onafhankelijke variabelen kunnen zijn.

3. Waarom heet de gebruikte techniek bij lineaire regressie de kleinste kwadratenmethode?

4. Wat geeft een correlatiecoëfficiënt r = - 0,95 aan?

5. Wanneer je van acht mensen het gewicht als functie van de lengte (welke variabele is afhankelijk en welke onafhankelijk?) in een grafiek uitzet, wat verwacht je dan voor de waarde van de correlatiecoëfficiënt?

6. Hoe rond je een correlatiecoëfficiënt r = 0,9938264 af? En r = 0,9984186?
7. Teken een grafiek van een rechte lijn en geef daarbij aan wat de asafsnede A is en de grootheden waarmee je B kunt berekenen.

8. Wis alle gegevens uit je rekenapparaat en tik de gegevens van tabel 1.6 op blz. 40 in: I als x-waarde en V als y-waarde. Controleer of je dezelfde waarden voor r en B krijgt als het boek. Zo niet, dan heb je een fout gemaakt: probeer opnieuw. Raadpleeg eventueel de gebruiksaanwijzing van je rekenapparaat.

9. Reken de verstoring (onnauwkeurigheid) in B uit m.b.v. de formule onder aan blz. 40. Neem t = 3,18 (waarom?). Controleer de waarde die je voor dB vind.

10. Vraag A op uit je rekenapparaat en bereken dA (formule blz. 41). Controleer! Denk eraan dat sx niet (n-1 maar (n uit je rekenapparaat is!

Opdracht 3

Thuis te verwerken

Maak de opgaven: 46a-d; 49a-d; 50a-b

De rechte lijn (vervolg)
Vijfde dagdeel

Inleiding

We gaan verder met lineaire regressie, maar nu gaan we er naar de details kijken. 

· Aan de hand van de correlatiecoëfficiënt kunnen we iets zeggen over hoe nauwkeurig onze gemeten waarden zijn (dy'). 

· Als we een rechte lijn als ijklijn willen gebruiken, moeten we de nauwkeurigheid van de x-  en y-waarden die we aflezen kunnen uitrekenen (dŷ). 

· En we kunnen zelfs de nauwkeurigheid van een nieuwe meting proberen te voorspellen (dŷ’)!

Helaas willen meetpunten, als je ze in een grafiek uitzet, niet altijd netjes op een rijtje gaan liggen: er valt dan met goed fatsoen geen rechte lijn doorheen te trekken. Vaak lijken de punten met zijn allen bij een kromme lijn te horen. Voor zo’n meting geldt vaak een theoretisch verband. Hieruit is het te verwachten verband tussen de afhankelijke en de onafhankelijke variabele af te leiden. In dit onderdeel zullen we zien, hoe we, gewapend met deze kennis, de assen van de grafiek moeten kiezen om toch een rechte lijn te krijgen.

Voor de meest gebruikte alternatieve assen hebben we logaritmen nodig. Door van alle waarden de logaritme te nemen kunnen we meetwaarden, waarvan de een pakweg duizend keer zo groot kan zijn als de ander, toch op een niet al te brede grafiek kwijt. Wat betreft toepassingen kunnen we denken aan:

· De zuurgraad (pH) van een vloeistof is een maat voor de concentratie van de waterstof-ionen in die vloeistof. Deze pH wordt berekend door pH = 
[image: image1.wmf]])

log([

10

+

-

H

, waarbij 
[image: image2.wmf]]

[

+

H

de concentratie van de waterstof-ionen aangeeft. Op (bijna) iedere flacon haarshampoo lezen we dat de shampoo pH-neutraal is. Als de pH 7 is, wat kun je dan zeggen over 
[image: image3.wmf]]

[

+

H

, de concentratie van de waterstof-ionen? Bij het meten van de zuurgraad (met een pH-meter) is de gemeten potentiaal lineair afhankelijk van de logaritme van 
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· De samenstelling van een vloeistof wordt vaak met licht gemeten. Bepaalde kleuren licht worden dan geabsorbeerd. Door de intensiteit van het doorgelaten licht te meten is het mogelijk iets te zeggen over de soort en de concentratie van de stoffen in de vloeistof. De logaritme van deze intensiteit blijkt evenredig te zijn aan de concentratie.

Leerdoelen

Na het uitvoeren van de submoduleopdrachten kun je:

· bij lineaire regressie de verstoring in de meetpunten berekenen.

· bij een gegeven x-waarde het 95%-betrouwbaarheidsinterval van de te verwachten y-waarde berekenen.

· bij een gemeten y-waarde het 95%-betrouwbaarheidsinterval van de te verwachten x-waarde berekenen.

· zeggen hoe je de afhankelijke en onafhankelijke variabelen in een grafiek zet, zodat er een rechte lijn ontstaat.

· uitrekenen op welke afstand de getallen komen te staan als ze logaritmisch worden uitgezet.

· vergelijkingen geschikt maken voor een niet-lineaire grafiek.

Opdracht 1 

Voorbereiding

Lees de bijlage over werken met logaritmisch papier. Je hoort goed te kunnen rekenen met logaritmen en exponentiële functies, en zonder moeite een grafiek met logaritmische as(sen) kunnen aflezen. Hoe groot is bijvoorbeeld AV  in figuur 6-48 van De Geus voor f = 50 Hz?
Opdracht 2

Op school uit te voeren

1. De algemene verstoring (fout) in de meetwaarden wordt gegeven als dy'=sx.dB.(N (blz. 41), waarin dus sx de (n uit je rekenapparaat is. Bereken de fout in de meetpunten en controleer met de waarde onderaan blz. 41.

2. Wanneer je een x-waarde kiest, kun je de bijbehorende y-waarde berekenen volgens

                        ŷ = A + Bx
waarin het dakje (^) aangeeft dat je van een gekozen, dus exacte x-waarde uitgaat. 

Hierbij kan ook de nauwkeurigheid berekend worden met de formule bovenaan blz. 42. Reken enkele waarden uit tabel 1.7 na. 


3. Bepaal een formule voor de fout in de verwachtingswaarde van (ŷ ) voor de gemiddelde x-waarde. Vergelijk met de formule met die voor dy'. Waarom dat verschil?

4. Wanneer je niet van een exacte x-waarde uitgaat, maar van een gemeten x-waarde (die heeft zelf ook nog een fout), dan gebruik je voor de fout in de berekende y-waarde de formule onderaan blz. 42. Hoe bereken je de fout als je van een y-waarde uitgaat om een x-waarde te berekenen? Reken het voorbeeld bovenaan blz. 42 na.

5. Maak een grafiek met de waarden uit tabel 1.6. Zet er de meetpunten in, waarbij je meteen verticaal lijntje de verstoring dy' aangeeft. Geef voor drie punten ook de grootte van de fout in de verwachtingswaarde (uitgaande van een exacte x-waarde).

6. Maak voorbeeld 1.9 op blz. 43. Probeer zelf de oplossingen te vinden, dus kijk niet te snel naar de uitwerkingen.

7. Bestudeer uit De Geus paragraaf 1-2-11. Maak vervolgens de volgende opgaven: 51, 53 en 54.

Nabespreking

Bespreken van vragen; aanwijzingen ten behoeve van opdracht 3.

Opdracht 3

Thuis te verwerken, maar op school alvast voor grafiekpapier en Excel zorgen.

1. Bij de vaardigheden biologie heb je een ijklijn gemaakt en met eigen meetwaarden via die ijklijn (grafisch) resultaten verkregen. Bereken van die gegevens de ijklijn met behulp van je rekenapparaat en bepaal het 95%-betrouwbaarheidsinterval van je eigen meetresultaten. (Zie ook dagdeel 6, opdracht 2, waarin de opdracht verder beschreven wordt).
2. Maak de opgaven: 46; 49 en 50 (uit De Geus) af.

3. De elektrodepotentiaal E van een pH-meter-opstelling is gemeten als functie van de H+-concentratie, met het volgende resultaat:

	H+-concentratie in mol/l
	E in volt

	1.10-10
	-0,58

	1.10-9
	-0,52

	1.10-8
	-0,47

	1.10-7
	-0,41

	1.10-6
	-0,35

	1.10-5
	-0,29

	1.10-4
	-0,23

	0,001
	-0,17

	0,01
	-0,12

	0,1
	-0,06


De bijbehorende theorie (de wet van Nernst) kun je vinden in Het Chemisch Practicum (Udo, Leene) §9.2.4 of in Chemistry (McMurry, Fay) §18.6. Details hoef je niet te weten, het gaat alleen om de wiskunde die hoort bij de formule voor E. 

· Zet de waarden uit (wat moet op de x-as uitgezet worden?) zodat er een rechte lijn ontstaat.

· Op school staat bij de tekenprogramma’s het programma Grafiekpapier: daarmee kun je zelf logaritmisch papier uitprinten. Hoeveel decaden moet je kiezen voor de logaritmische as (een decade is het stuk van 0,1 tot 1, of van 1 tot 10, of van 10 tot 100 enzovoorts)?

· Waar lees je de asafsnede af, en welke grootheid heb je dan afgelezen?

· Controleer je tekening door dezelfde grafiek met Excel uit te zetten.

· Bereken tenslotte de richtingscoëfficient (met bijbehorende nauwkeurigheid), E0 (dito) en de temperatuur, die bij de meting gebruikt is (met, je raadt het al, de nauwkeurigheid). De temperatuur kun je uit de waarde voor de richtingscoëfficient afleiden. Let op het verschil tussen ln en log.

· Schrijf de antwoorden op bovenstaande vragen duidelijk op. Bij de volgende bijeenkomst komen we hier op terug!

Uitschieters
Zesde dagdeel

Inleiding

Soms ligt één punt “dwars”, het punt is een zogenaamde “uitschieter”. In dit onderdeel zullen we zien, hoe we op een verantwoorde wijze kunnen bepalen, of een afwijkend meetpunt een uitschieter is of gewoon een beetje afwijkt.

Als we bepaalde metingen een aantal keren herhalen (zoals bijvoorbeeld de bepaling van het suikergehalte in een frisdrank) kan een van de metingen ook fors afwijken. Bij een serie als 

4,7
4,8
4,6
4,8
4,7
5,1
 valt de laatste meetwaarde wat uit de toon. In dit geval kun je de waarde 5,1 niet zonder meer schrappen. Je zou moeten nagaan wat er bij deze meting mis is gegaan. Dit is helaas niet altijd goed mogelijk. Zowel Dixon als Grubbs hebben criteria verzonnen om een uitschieter te onderscheiden van een gewone, maar wat afwijkende meting. We volgen het natuurkundeboek (De Geus et al.) en gebruiken de methode van Dixon.

Bij het verband tussen twee variabelen kijken we of de 95%-betrouwbaarheidsintervallen van de verdachte meetwaarde en de regressielijn elkaar overlappen: is dat niet het geval, dan is het tijd voor de uitschieterpolitie!

Leerdoelen

Na het uitvoeren van de submoduleopdrachten kun je:

· een potentiële uitschieter kunnen aanwijzen.

· kunnen bepalen of een verdachte waarde een uitschieter is. 

Tevens kunnen jullie, aan de hand van eigen metingen, nog wat oefenen met lineaire regressie.

Opdracht 1 

Voorbereiding

Bestudeer uit De Geus paragraaf 1-2-12. Test je kennis door opgaven 55, 56 en 57 te maken. Kijk nog even na of je nog vragen hebt naar aanleiding van opdracht 3 van de vorige keer.

Opdracht 2

Op school uit te voeren

Bij het experiment Glucose in bloed heb je een ijklijn gemaakt en de concentraties grafisch afgelezen. We gaan in deze opdracht in op de statistische aspecten van dit experiment, d.w.z. je gaat nu de vergelijking van de ijklijn opstellen en het glucosegehalte van de twee onbekende monsters daarmee berekenen.

De bedoeling is dat je de grafiek van de ijklijn, die je daarbij gemaakt hebt, inlevert, en  een verslag maakt waarin je laat zien wat je waarnemingen waren en hoe je de berekeningen uitvoert. 

De grafiek mag met de hand getekend zijn op grafiekenpapier of door Excel getekend, mits die wordt aangevuld met de gevraagde punten, lijn en lijnstukjes.

Je kunt de berekeningen betreffende lineaire regressie uitvoeren met je rekenmachine of gebruik maken van het rekenvel REGRES97.XLS in de directory P:\PUBLIC\EXCEL 97\STATISTIEK. 

1. Maak, als je die nog niet hebt, een grafiek waarin je de door jou en je partner(s) gemeten extincties van de standaardmonsters uitzet. Op de x-as de glucose-concentratie (respectievelijk  bij  0,0  5,0  10,0 en 20,0  mmol/l) , op de y-as de extinctie. 
Bepaal met lineaire regressie de vergelijking van de beste rechte door de ijkpunten en teken deze rechte in de grafiek.


2. Bereken de fout 

 en geef deze foutmarge aan met een verticaal lijnstukje onder en boven elk meetpunt. 


3. Reken met de “vergelijking” van de beste lijn uit, wat de concentratie is van de twee onbekende monsters. 


4. Bereken de foutmarge (

) in deze twee concentraties.
Formuleer een conclusie over de uitkomst van jullie meetresultaten.


5. Verzamel, om te vergelijken, alle gemeten extincties van je klasgenoten van serum A.
 - Ga na of er uitschieters bij zijn.
 - Bereken het gemiddelde en het 95%-betrouwbaarheidsinterval.
 

Logaritmischpapier
Bij lineair grafiekenpapier komt de afstand tussen twee schaalstreepjes langs een as overeen met een constant verschil in x-waarde, of y-waarde. Zo is de afstand tussen x = 6 en x = 7 even groot als de afstand tussen x = 43 en x = 44.

Bij een logaritmische asindeling komt de afstand tussen twee schaalstreepjes langs een as overeen met een constante vermenigvuldigingsfactor in de x-waarde, of y-waarde. Zo is de afstand tussen y = 1 en y = 10 (een decade, d.w.z. een vermenigvuldigingsfactor 10) even groot als de afstand tussen y = 10 en y = 100, of de afstand tussen y = 100 en y = 1000. Men noemt dit een logaritmische schaal  (Y = 10log y), want: 

10log 1000
= 3 

10log 1

= 0

10log 100
= 2

10log 0,1
= -1

10log 10
= 1

10log 0,01
= -2 enz.

Bedenk:

· langs een logaritmische schaal kun je niet de waarde 0 uitzetten: 10log 0 bestaat niet!

· langs een logaritmische schaal kun je geen negatieve waarden uitzetten: 10log(-2) bestaat niet!

· langs de as op logaritmisch papier staan niet de waarden voor log(y), maar de waarden van y! (Alleen de positie van de streepjes komt overeen met de waarden van log(y))

Bij het rekenen met loga​ritmen zijn vooral de vol​gende rekenregels van belang:

· log (a.b) = log(a) + log(b)

· log (

) = log(a) - log(b)

· log (at)  = t.log(a)

Bijvoorbeeld:

log(100) = log(10) + log(10) = 2

log(10000/10) = log (10000) - log(10) = 3

log(104) = 4.log(10) = 4

Er zijn twee soorten logaritmisch papier: enkellogaritmisch papier, met langs één as een lineaire, en langs één as een logaritmische verdeling, en dubbel-logaritmisch papier (met langs beide assen een logaritmische verdeling). Beide soorten worden gebruikt om niet-rechtlijnige verbanden tussen grootheden soms toch als een rechte lijn te kunnen voorstellen (zogenaamd lineariseren).

Afhankelijk van het (veronderstelde) verband tussen de gemeten grootheden, vindt het lineariseren op een andere wijze plaats. Lineariseren met behulp van logaritmes is in het algemeen zinvol bij:

· exponentiële functies (op enkellogaritmisch grafiekpapier)

· machtsfunc​ties (op dubbellogaritmisch papier)

Vraag: 
Hoe weet je of je enkel- of dubbellog-papier ​moet gebruiken? 

Antwoord:
Dat zie je aan de formule die het verband tussen de grootheden beschrijft.. Neem van die formule links en rechts de logaritme en vergelijk dat met de vergelijking van een rechte lijn ( y = A + B.x)
Voorbeeld 1
Stel de functie die het verband tussen de waarden beschrijft luidt: T = a.e 2.t (een dergelijke functie, waarin een van de variabelen in de exponent voorkomt, wordt een exponentiële functie genoemd). 

Neem (links en rechts) de logaritme en gebruik de rekenregels:

log (T)
= log(a.e 2t)


log (T)
= log(a) + log(e 2t) 

log (T)
= log(a) + 2t.log(e)

log (T)
= log(a) + 2.log(e).t

(I)

     Y 

= A + B . X


(II)

Als je (I) en (II) vergelijkt zie je dat je T logaritmisch langs de y-as moet uitzetten (Y komt overeen met log T) en t lineair langs de x-as (X komt overeen met t) om een rechte lijn in je grafiek te krijgen. De constanten A en B komen dan overeen met A = log (a) ,  B = 2.log(e) . Je hebt dus enkellogaritmisch papier nodig.

Voorbeeld 2

Bij meetwaarden van de trillingstijd gemeten bij verschillende massa’s (dus T als functie van m) gaat het om de functie: 

, met T de trillingstijd, m de massa die aan de veer hangt en k de veerconstante.

(Een dergelijke functie, waarin een van de variabelen tot een macht, ongelijk aan 1, verheven wordt, wordt een machtsfunctie genoemd)

Links en rechts de logaritme nemen en de rekenregels gebruiken voor gebroken machten geeft:










In het rechter deel zijn de eerste drie termen allemaal constanten, dus eigenlijk staat er:




, waarbij A = log(2) + log(​) - ½ log(k) en B= ½ 

Vergelijk je dat weer met Y = A + B.x, dan blijkt dat je T èn m beide langs een logaritmische schaal moet uitzet​ten om een rechte lijn te krijgen.

Asafsnede en helling
Bij een rechte lijn als grafiek kun je de asafsnede en/of de helling van de grafiek bepalen, als je die nodig hebt voor een berekening. Als je met enkel- of dubbellogaritmisch papier een grafiek gelineariseerd hebt, moet je daarbij toch extra oppassen. 

Je moet opletten waar je de asafnede moet aflezen en of je de waarde van helling en/of asafsnede nog moet omrekenen.
de asafsnede
voorbeeld 3
De getallen in de tabel stellen een meting voor waarbij de trillingstijd van verschillende massa’s tussen twee veren werd gemeten, met de bedoeling om de veerconstante te meten. De formule 

werd al in voorbeeld 2 genoemd.

	Massa (kg)
	 0.10
	 0.40
	 0.80
	 1.20
	 1.60

	trillingstijd (s)
	 0.28
	 0.55
	 0.80
	 0.97
	 1.13


Hoe bepaal je uit deze metingen nu de gemiddelde waarde van de veerconstante van de gebruikte veren?

Antwoord: Je weet dat in het algemeen het verband tussen trillingstijd en massa gegeven wordt door: 

, met k de veerconstante. Neem je links en rechts de logaritme dan krijg je: 


Zoals in voorbeeld 2 al werd afgeleid, krijg je een rechte lijn als je log(T) als variabele langs de y-as en log(m) als variabele langs de x-as uitzet, terwijl de constanten log(2) + log() - ½.log(k) samen gelijk zijn aan de waarde van A. De veerconstante k is dus te bepalen met de waarde van de asafsnijding A.

De grafiek is gete​kend op dub​belloga​rit​misch grafiekpa​pier (zie bijgaande grafiek). De voorgedrukte schaal​eenheden (meestal 1; 10; 100 e.d.) zijn met de hand aange​past tot een interval waarin de meetwaarden liggen: 0,1 - 1 - 10.

In de grafiek zijn de waarden van m en T zelf uitgezet. Om de asafsnede te vinden, moet je bedenken dat de y-as ligt bij x = 0, dus bij log(m) = 0, ofwel bij m = 1 (kg). Evenzo ligt de x-as op de hoogte y = 0, d.w.z. bij T = 1 (s). 

Als je kijkt bij m = 1 (kg), zie je dat de lijn door de meetpunten de y-as ongeveer snijdt bij T = 0,9 s. 

Deze waarden kun je direct invullen in 

.   Dit geeft: 

 waaruit valt te berekenen dat kgemiddeld gelijk is aan 48 N/m (afgerond).




de richtingscoëfficiënt
Bij een 'gewone' lineaire functie (y = A + B.x) kun je de richtingscoëfficiënt 

berekenen als het quotiënt van de verschillen in y-waarden en x-waarden: 

. 

Als je logaritmisch grafiekenpapier gebruikt, staan langs de log(x)-as en/of de log(y)-as niet de waarden voor log(x) en log(y), maar de getallen die bij x en y zelf horen. Als je dan uit de grafiek de richtingscoëfficiënt wilt berekenen, moet je die getallen eerst nog zelf omrekenen tot log(x) of log(y), anders krijg je een foute waarde. 

Als een functie T = f(t) op enkellogaritmisch papier wordt uitgezet staat langs de lineaire X-as t uitgezet, en langs de logaritmische Y-as stellen de getallen de waarden van T voor.

Voor de richtingscoëfficiënt geldt: 


Om de richtingscoëfficiënt (B) te bepalen moet je dus het verschil in log(T) delen door het verschil in de gewone t-waarden. 

Als een functie T = f(L) op dubbellogaritmisch papier is uitgezet is de richtings-coëfficiënt: 


voorbeeld 4

Vraag: Wat is de helling in de grafiek van de trillingstijden?

Antwoord:

In de grafiek van de trillingstijden kun je (enigszins grof) de helling schatten door naar het eerste punt (m = 0,10 kg, T = 0,28 s) en het laatste punt (m = 1,60 kg, T = 1,13 s) van de grafiek te kijken.

Zou je daar invullen: 

 = 
[image: image5.wmf]10

,

0

60

,

1

28

,

0

13

,

1

-

-

 dan krijg je 0,57. Maar dat is een verkeerde uitkomst.

De grafiek is getekend op dubbellog-papier , dus je moet invullen: 
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De uitkomst daarvan is 0,503, en die schatting komt goed overeen met de helling van 

 die je verwacht (want B was 

, zie voorbeeld 2).
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